Numeros complejos

ACTIVIDADES
1. Escribe estos nilmeros como nimeros complejos.
a V=3 b) V=16 03 d —3
a) V=3 =3 V-1 =43 Q) 3=3+0i
b) W:Jﬂzzﬁzz[g+g/]:ﬁ+ﬁf d) —3=-3+0i

2. Halla ay b para que sean ciertas las siguientes igualdades.
a) 2+3bi=a—1 b) da —2b=2—ai
a)a=2+1=3 b=0
b)a=0 4a-2b=2—>b=-1

3. Dado el numero complejo z = —2x + %i, determina el valor de x e y para que sea:

a) Un numero real.
b) Un nUmero imaginario puro.
¢) Un nuimero complejo que no sea real ni imaginario puro.

a)y=0 b)x=0 c)x=0,y=0

4. Halla el opuesto y el conjugado de los siguientes niimeros complejos.
3

aVv2-3 ¢ 3-2 e) =i g 0

ni-li a-s+i n -7 w2
a) Opuesto: —/2+3/  Conjugado: ~/2 +3i e) Opuesto: —%/’ Conjugado: —%/’
b) Opuesto: —%—k%/ Conjugado: %+%/ f) Opuesto: 7 Conjugado: =7
c) Opuesto: =3 +2j Conjugado: 3 + 2/ g) Opuesto: 0 Conjugado: 0
d) Opuesto: 3—%/ Conjugado: —3—%/’ h) Opuesto: 2j Conjugado: 2i

5. Representa graficamente los siguientes niimeros complejos.

1 . 1 . . 5
a)5+/ C)E*I e) i g)E
b —— i )t f) -5 h 0

2 2

Ahora contesta, ;donde estara situado un niimero real? ;Y si el nimero es imaginario puro?
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"

Un numero real estara situado en el eje de abscisas.

Un nUimero imaginario puro se situara en el eje de ordenadas.

6. Escribe los niimeros complejos representados graficamente.

4
2
/!
! 1//
4
A \ X

P
L 4

z1=—-4+2j 3= z5=1-3j
22=3+4j 24=5 26=6—4i

7. Resuelve las siguientes operaciones.

a (—1—10)+(=4+5) ¢ (=1—i)(—4+5])

—1—1 (=2 + 10+ 3) .
i A

a) (=1 =4+ (—4+5)==5+4

b —1—i  (=1=i)—4-=5))  —=1+9i

—445i  (=445i)(—4—75i) 41
Q) (1 —i)(—44+5)=4—5/+4i+5=9—i
(=24+0(1+3)) .. (=5=5)=1-2) .. o .
d —2i= — 20 =143 =2 =141
T 1t 21— 2) * *

8. Halla el inverso de los niimeros complejos que aparecen a continuacion.

a) i c) —1—1i e)4—3i
b) 3 + 4 d i+ 3 f) 6+ 5i
a) 11T a1 —i+3_-i+3
| I - 1 I+3 [+3 —i+3 10
1 13-4/ 3-4i 0) 11 4430443
4-3] 4-3i 44+3i 25

b - : -
TR T B TR T
1 1 6-5_ 65

1 =1+ =140 ) B ‘
6+5  6+5 6-5 61

i i 2

c)
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9. Determina la expresion polar de los niimeros complejos representados.

r=l= -3y + 2 T

4= 2 Zy=13163r Z,—
tga=—3—>u:146,31o

, r:‘z‘:«l‘]zz‘] 7 =1

" la=900 o “

r=|z|=+3"+2" =13
Zy — 2
tgu:§—>04:33,7°

10. Expresa en forma polar.

1 1.
0) —— + =i
) 2 2

d) 2—V3i
a) 2+i = \/—5_26”33‘542"

b) —2—i= \/gzoe"sg'sw‘

a) 2+1i

by —2—1i

2 2

— Z3 = \/ﬁz,)a]o

d) 2= \/gf = \/7310"53’36,2"
e) —4i=4yy

f) 12=12

11. Expresa en formas bindmica y trigonomeétrica.

a) 1, b) 3, C) 2% d) 3%

1 3

a) Ny = [——, L] = (cos 120° + i sen 120°)
2 2

3 3V3
b) 3= [—; _T\/»] = 3 (cos 240° + i sen 240°)
C) 2= [1, \/i] =2 [cosEJr/ senE
3 2 3

d) 3:. =(0, —3)23[(0537“+/sen

2

3T

r=\z\=x/4—2=4
—>Z4=4Oo
a=0°

r=lz= P+ (2] =

tgu:_T2—>o¢:296,57°

r=|z|=(-4) +(-2)° =20 =25

tgu:_—i—>o¢2206,57°

—Zy= \/52%,57O

—Z, =255
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12. Expresa en forma polar y trigonométrica.
a3—4  b2+2 o —-V3+i d)—1-1i

a) 3-4i=5 5(cos 306,9° + i sen 306,9°)

306,9° (
b) 2+ 2/ =2v24 =24/2(c0s 45° +i sen 45°)
c) —3+i=2

d) —1—i =2z =2(c0s 225° +i sen 225°)

=2(cos 150° +i sen 150°)

150°

13. Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado en forma polar.

a) 40+ 3y O P €) 30 i
b) 2y " 31 d b 21 f) T * b1
) 4.3 . —(4-3 —12 R R 9
A) P Fg0 _( ’ )120°+60° = g0 00 <1800 5 ‘1500
360°—180°
b) 2,.-3_ —(2:3 —6.. =6 ) 3 .03, =[3 -
230° " 130° =(2: )230°+130° T P00 T Voe € (T Y T e?
100°- d0°
e 1 1 f 1 ]
2 o Ora = 6 6 ) s G100 = (16)00 100 = 600
2600 120° 140°

14. Dados estos numeros complejos, calcula.
z =1, z, = 3 [cos (—30°) + isen (—30°)]

Z z-Z
a) 4 b) (z7) 2
Z3 Z3
2 =Ty Z, = 333
a Torr _ [%] b) (Tie)? 33 _ Lo 330 _ 3user = s
333 240 330 333 330

15. Realiza estas operaciones.
a) (3, 0 (21)6 €) (4.,

6

b) (3 — 3i® d) (V5 +v5i)f f) (30
a) (345") 35450 =9 =9I

90

b) (3-3i) =(3v2 ) =(3V2), = 972V2rs
2, ] =2, =64, = el

d) (V5+5i) =(v10us ) =v/10%%.. =10000,,,, = 10000
e) (43300) - 3330":é 2700 —64i

f) (_3j)5 = (3270° )5 =3 5.270° 243270" =243
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16. Resuelve [16 (cos 60° + i sen 60°)] - (2,,..)".

[16 (cos 60° + i sen 60°)] [{2210°)* = 1660° (1 6840° = 256000° = 256180° = —256

17. Utilizando la féormula de De Moivre, expresa cos 3a Yy sen 3a en funcion de cos a y sen a.

Consideramos un nimero complejo de médulo la unidad:
(1.)° = (cos o+ i sen o)® = cos 3 + i sen 3o

Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

cos® o+ 3icos® o sen o — 3 cos ausen’ o — i sen’ o =
= (cos® o — 3 cos asen” o) + (3 cos” ausen o — sen’ )i

Igualamos este resultado con la segunda parte de la igualdad:
(cos® o — 3 cos ausen® o) 4 (3 cos® ausen o — sen’ a)i = cos 3o+ i sen 3o

Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

cos 3o = cos® o — 3 cos o sen’
sen 3o = 3 cos® o sen o — sen’ o

18. Calcula las siguientes raices.

a) V3 o V=i
by ¥—27 d) V=1 +1

a) 31500
El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del médulo: \/§

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

150° + 0 - 360°
Sikzo—w:%:w’

150° + 1 360°
Sik:1—>B;:+:2SS°

Por tanto, las raices son \/3/5” y \/5255“.

by ¥=27 =327

El mddulo de las soluciones sera la raiz clbica del médulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

_180°4+0-360°

Sik=0—>03 =——=60°
3
180° + 1- 360°
Sik=1-8 = = 13 g
3
180° + 2 - 360°
Sik=2-—0; :+7:3OO°
Por tanto, las raices son 34, 31800 = —3 Y 3300~
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) AV —i = \/4 Tonoe
El mddulo de las soluciones seréd la raiz cuarta del médulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

270°+0 - 360°

Sik=0—8 = =67°30
270° +1- 360°
Sik:1—>62:+7:157°30'
4
270° + 2 - 360°
Sik:2—>ﬁ3:+—:247°30'
4
270° + 3 - 360°
Sik:3—>B4:+:337°30'

Por tanto, las raices son 1730, 1157304 1247230 Y 1337 30-

d) Y=1+i =2
El modulo de las soluciones seré la raiz clbica del modulo: 92 .

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

135°+0360°

Sik=0-8 = 45°
135° + 1+ 360°

Sik:1—>B;:M:165°
135°+ 2 - 360°

Sik:2—>L33:+—:285°

3
Por tanto, las raices son 3/545“, Q/ZW y 35285’.

19. Resuelve las siguientes ecuaciones.
azi—1=0 ) z4+16=0
b)z®+32=0 dz¢—-81=0
a)2-1=0 -z=1,
El mddulo de las soluciones sera 1.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.
Sik=0 — 3,=0°

0° 4+1-360°

Sik=1—p,—LF180"_ o0
B, 3
(¢} 0
Sik=2 —p, = ZHZ30 a0y

Por tanto, las raices de z son 1o°, 1120°, 1240°.
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b) 25 +32=0—27=Y-32 =32,

C

~

El médulo de las soluciones serd 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

(0]
Sik=0 ﬁBW:%:%O

~180° +1-360°

Sik=1 — 08, =108°
5
o o
Sik=2 -, =10 20 150
Sik=3 HBAZW:MO
o o
Sik=4 g, =180 T4:30 _ a0

5

Por tanto, las raices de z son 23¢°, 2108°, 2180°, 2252°, 2324°.

2 +16=0—z=4"16 =416,

El médulo de las soluciones sera 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0 —p =18 _ 4
sakzlquzw:mo
Sik=2 ﬁgazwzzzy
Sik=3 g, =180 #3073 _ 45

4

Por tanto, las raices de z son 24s°, 2135°, 2225°, 2315°.

d) 24 -81=0—z=481=481,

El médulo de las soluciones sera 3.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0 — 8,=0°

Sik=1 —p, =20 _gp0

(o]
Sik=2 —>;33:360 2 _180°
Sik=3 -8, =003 o

Por tanto, las raices de z son 3o°, 390°, 3180°, 3270°.
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20. Calcula y representa las raices cubicas de este niimero.

1+
—1—i
T4 (4 i)=1+1) =1=1
o= ; = =—1=lg
—1=i  (=1==1+i) 141
Médulo: /1 = 1
Argumentos:
180° + 0 - 360° 1oy
Sik=0-8 OO0 e
_ 180° +1- 360°
51k=1—>b;=+7=180“ -
3 ‘lh’yt)“ g
180° + 2 - 360°
Sik=2—8; :%:300"
Por tanto, las rafces son Ts, 11g0° Y 1300 Toc

21. Un cuadrado, con centro en el origen de coordenadas, tiene uno de sus vértices en el punto A(3, 2).
Determina los demas vértices.

Calculamos las raices cuartas de 3 + 2i.
Modulo: y/3° +22 =13
Argumentos: tg o = ] — o =33°4124.2"
3
Sumamos 90° al argumento de cada vértice para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son N 13 sz 412427, N 1313041242, V13 2134242 Y NV 13 303041282

AV
Ly
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SABER HACER

22. Resuelve las ecuaciones y expresa sus soluciones con nimeros complejos.
a) x> +2x+2=0

b) X2+ 6x+ 10 =0

C) X+ 10x +29 =0

d) x2—10x +26 =0

a) )<2+2)<+2:0—>x=_2jtT “4_8:—11/
b) x2+6x+10:0—>x:—6i— \'236_40:—3i/'
€) X?+10X +29 =0 — x = —10ENT00=116 “200—”6:_512/
d) X2 —10X 426 =0 — x —10EN100-104 ”go‘m“:sif
23. Calcula estas operaciones.
/'241 2/'42 ) ) 127 I'72
a —————+i% b) /%% — — + ——
)171 1+ ) 1—i7  1—=j®
o +/83—L—_—z—/—j(1+i)+2(1_j)_i<1_i2)—1‘3’
1= 1+7° =i i 1-/? 2
b) 3 _ 7 4 i” j —I 1 _l(1_/)+l(1_/)+(1+/)

- —=i— — = =1+2i
1= 1—=i* 1—(=1) 1=i 2

24. Halla los inversos de estos niimeros complejos.
a)z=2—-2 by z=—1+1i ) z=1+4i

1 2420 242 _1+i
2-2i 242 8 4

R R
At —1—i 2

g =4 -4
TH4i -4 7

25. Resuelve las ecuaciones sabiendo que z es un hiimero complejo.

3—2z-1+2 . 5+4+2z-i—4i .
a)#zz_%, b);zz_zl
2 3
. . . . 3 3 22— 6-3i
a) 3-7(+2i=27+42—»3=27+Zi—z7=—"—sz=-"_2" 27
) e R N A N A A

b) 5+22~/—4/‘:32—é/‘—>5+2/:z(3—2/)—>z:5+2/_—>z=5+2/,~3+2/,:ﬂ+16/
3-2i 3-21 3+2i 13
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26. Calcula los conjugados de los siguientes niimeros escritos en forma polar.
a) 2, b) 3 01 d 2,

e T05°
a) El conjugado de 233° es 2-33° = 2327°.
b) El conjugado de 322¢ s 3-22° = 333¢-.
c) El conjugado de 1iosc es 1-105° = losse.

d) El conjugado de 2222° €s 2-222° = 213s°.

27. Calcula los opuestos de los siguientes niimeros escritos en forma polar.
a) 2. b) 3,,. 1 d 2

105° 222°

a) El opuesto de 233° es 233°+180° = 2213°.
b) El opuesto de 322° es 3220+ 180° = 3202°.
c) El opuesto de liose es 11os° +180° = 1agse.

d) El opuesto de 2222° €S 2222° +180° = 242°.

28. Calcula los inversos de los siguientes niilmeros complejos en forma polar.

a) 2 b) 3 c) 1 d) 2

2] o [2] o
33 327
3] o [3] o

22 338

c) Elinverso de 1iosc es 1-105° = 1as5°.

33° 22° 222°

a) Elinverso de 233° es

b) El inverso de 3220 es

d) Elinverso de 2222° es [1] :[1] .
2 138

—222° 2

29. Resuelve estas operaciones.

a) 2, + 3 — 3,0 b) Tug + Tigee  Tppee + 1

225° 315°

a) ((2 cos 30° +i2sen 30°) + (3 cos 135° +i 3 sen 135°)) — (3 cos 270° +i 3 sen 270°) =

= J§+i—%+/i —(-3i)=+3~ 3\/—+/ 4+3\/_]

b) (cos 45° + i sen 45°) + (cos 135° + i sen 135°) + (cos 225° + i sen 225°) + (cos 315° +i sen 315°) =
R A R A R

_NZ N2 N2 N2 N2 N2 N2 N2
I M S M M M
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30. calcula.

4

1 3, 2
B Lo :
[ L ) (o) (V1) 1 14, 14,
3 = 3 = = =112,
1 1
4 4 2 )0 8 1500 8 1500

31. Determina las coordenadas de los vértices del triangulo ABC sabiendo que son los afijos de las
raices cubicas de —27.

=27 = 327 400
El mddulo de las soluciones serad la raiz clbica de 27, que es 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

(¢}
Sik=0 — 61:%:600

~180° +360° -1
3

Sik=1 —8, —180°

180° +360°-2
N 3

Sik=2 —p, =300°

Por tanto, las raices son 3e0°, 3180°, 3300°.

Las coordenadas de los vértices son:

A(3 cos 60°, 3 sen 60°) = [2 3\2/5]

B(3 cos 180°, 3 sen 180°) = (-3, 0)

C(3 cos 300°, 3 sen 300°) = [2 3\2@]

32. Halla todas las soluciones de las siguientes ecuaciones.
a) z*—16=0 b) z3+8=0 c)z4—9=0 dz2+9=0

a) Z=416, — 21 =20, 22 = 290°, 23 = 2180°, Z4 = 2270°

b) z=38, , — 21 = 260°, Z2 = 2180°, 23 = 2300°

180°

c) Z=4% ‘>Z1:\/§0“ ) 2, =350, Z3:\/§180°/ 2, =350
d) Z=\3/9130u *>Z1=\3/§60°, Z, =\3/§180°, Z, 23/53000
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ACTIVIDADES FINALES
33. EXpresa estos humeros complejos en forma bindmica.

a) V=16 +3 by —2—v—4 ¢ v-8++2

a) V=16 +3=3+4ij
b) —2—+—4 =—-2-2j
O V-8 +v2 =v2 +8i

34. Expresa en forma bindmica estos niimeros complejos.

Y

2,=2+3 =8
22=4+%/ 26——5+g/‘
23:2—2/ z,=3
ZA=2—g/'

. . 3 5.
a) 5+ d) 6 g)Efgl
b) V2 — 3 e —4 h) V3 —2i
c) —3—1 f) —2i ) v3i
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36. Resuelve las siguientes ecuaciones y expresa sus soluciones mediante nimeros complejos.

a) X2 +7=—42

b) —x¢— 64 =0
01— (=x)=—120
d) =3+ x=2x+1
)

e) x — 10 = —20x

a) X2 =—49 — X =449 =47i
b) X*= 64— X =+/-64 = £8]
€) X =—121—X=2+J—121=£11
d) X’=-4—-x=+/-4=42

e) X?=-100 — X = +v—100 = +10i

37. Escribe y dibuja el conjugado y el opuesto de los siguientes nimeros complejos.

a) —3+2 d) —4

b) —3i e) —2—2

c)1-3i f) 4+
a) Conjugado: =3 — 2i Opuesto: 3 — 2i d) Conjugado: —4 Opuesto: 4
b) Conjugado: 3i Opuesto: 3i e) Conjugado: —2 + 2j Opuesto: 2 + 2i
c) Conjugado: 1 + 3i Opuesto: =1 + 3 f) Conjugado: 4 —i Opuesto: =4 —

c) Conjugado
c) Opuesto, b) .) JUg:

e) Conjugado. B 4 .e) Opuesto

d) Conjugado 2 d) Opuesto
+— ¥ + L —t
f) Opuesto® ® f) Conjugado

- o
a) Conjugado a) Opuesto

38. Escribe el conjugado y el opuesto de los siguientes nimeros complejos.
2—3i 3—2i —2+i
A la vista de estos ejemplos deduce:

a) ¢Como es la representacion del conjugado de un nimero complejo?
b) ¢Como es la representacion del opuesto de un nimero complejo?

*»2-3i— Conjugado: 2 + 3ij Opuesto: =2 + 3i
*»3-2i— Conjugado: 3 + 2i Opuesto: =3 + 2i
»—-2+i— Conjugado: =2 —i Opuesto: 2 —i

a) Es simétrica respecto del eje X.

b) Es simétrica respecto del origen de coordenadas.
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39. Calcula el valor de k para que el nimero k + (k — 3)i cumpla las siguientes condiciones.

a) Sea un numero imaginario puro.
b) Sea un numero real.

a) k=0 b)k-3=0—k=3

40. Calculay representa en el plano complejo los niimeros
i, 02, 03, 04, 05, i, ...

Investiga también lo que ocurre con =1, i=2, i3, i=4, =5 i~¢, ...

4n=3 __ i—4n+3 __

jan—2 _ -1

an—=1 _

41. Calcula el resultado de estas operaciones.

a) 4 —10)+(—2+3i c)5—@2—1)
1 1 1 1. 2 1 2
o (5-5)-(53) oF-i) (5%
. 2 3. . 1M 7.
a) 2+2j b) 5—2/ C)3+/ d) %—E/

42. Realiza las siguientes operaciones.

a) @—5)+@—7i)+(—4+8i)

b) (=1 +2)—@B+6)—(—4—1)

c) —(1—2)—(=7I)— (=4 —3)
d) 201 — 4i) — 2(1 + 4i) — 3(4 — 4i)
e) 2(V3 + i) — 3(2v3 + 4i)
f) (V2 —3i)+2(2 —v3i)

a B=5)+Q—7)+(—4+8)=1—4i

) (=14+2)—B+6i)—(—4—0)=(=1+2)+ (=3 -6 +@+/)=-3i
Q —(1=2)—(=7)—(=4=3)=(=142)+T)+@+3)=3+12i
d) 20 —4) =201 +4) —3(4 —4)=—12—4i
) 23 +1) =323 +4i) = (233 +2i) + (=643 —12i) = —4/3 —10i
i (V2 =30)+20-v3) =2 =31) +(4 = 243) = (V2 +4) = (3+24/3)i

(o)
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43. Calcula estos productos y potencias.

a) (1— 302 — 6i) d) (5 — 4i)(5 + 4i)
b) (—3 — 4i)7 — i) e) (—3—2v2i)(—3 +2v?2i)
Q) (—2 + 5/ fy (v2 — i)

a) (1-3)2—6)=2—6i—6i—18=—16—12i
(=3—=4i)(7—i)==21+3i — 28/ —4=—25—25i
(=2 4 5if =4 — 25 — 20/ = —21 — 20i
(5—4i)(5+4i) =25+ 16 =41

e (-3-2v2i)(=34+2V21)=9+8=17

f) (V2 =i) =V —6i—342 +i=—2 —5i

44. Efectua las siguientes divisiones.

o 15 ) 20+ 40 g 1t

3—2 8+ 6i 2—i
~Tb5i _ (T SOIS 3 - 2T 1318
3-2i  (3-2)(3+2i) 9+4 13

o 20401 _ (20+400)(8—6i) _ 160 ~1201+320i +240 _ , . .
8+6i (8+6/)(8—6i) 64 + 36

g SIS _ (S1450240) | —2-1410i=5 _ ~7+9i
2—i (2-2+1) 441 5

45. Realiza las siguientes divisiones de numeros complejos.

a @—N:(1—1 o) 5+ 2i): ()
b) —— o —Y2_
2 + 4 1+ /2]
3__f.i{:3+2'+1:2+/ 0 5+'2/_—_2/':—10/+4:—5/+2
T—1 141 2 20 =2i 4 2
b) 5 _.2=4_10-20/ 1-2i ) V2 12 _J2-2i
214 2—4i 20 2 1+~/2i 1=~/2i 3

46. Obtén, en forma bindmica, el resultado de las siguientes operaciones.

3001 —1)

A Ty Tl
b) 2i f%

° 4(1027f2/+8* 3 =2+ 60)
e T N
e) %
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g SM=B o gy 349403k 20 =11

—4 )]
DRI i NPT WL VI

=3 o 10 10 10 10
AO-D+8 (3 pyo+6i=2=Y _(6418i-2i+6)=
2—6i s
=3+7i—(124+16i)= -9 —9i
) o= e 1O SE ] 5 e S=S1
(84 21) — (5+ 3i) 31

=(-2-5/)—(3-4i)=-5—i

(43 -2 _ -8+6i+4 _36 2

—3+4i —3+4i 25 25

47. Realiza la siguiente operacion.
1, 1+i _Q+D-0=-h_20+1

i I =1 i—1
1,140 1= _2+2/‘_]_i/+1_2+2i__2+2/__2+2i.ii1__(2+2i)(i+1)_2/_
R -1 =1 =1 i1 -2 -
48. Calcula y simplifica las expresiones que aparecen a continuacion.

a) jv. ¥ C) (—3IP+ (212"

b) /'34,/'103+/'78,/'116 d) /'19,(2/'33731'28)
a) 0¥ =13¢=1 c) (=30 + (2i)%: (12/'8) = 27i - 64 : (-12) =27i + %
b) 34 (103 + /78 [JU6 = j137 4+ 19 = j — 1 d) PP 2R3 -3/ =—i[q2i—3) =2 +3i

49. Representa 5 + 2i. Multiplicalo por i y representa el resultado. Multiplica dos veces por iy explica
qué se obtiene.

(542)i=-2+5i
(5+42)iP=—-5-2i v By
Al multiplicar por i el punto se desplaza 90°, | | \ L=t t |
mediante un giro de centro el origen, \ 2 ]

en el sentido contrario a las agujas
del reloj. ' | 1A | :

Al multiplicar por i* se obtiene el punto
simétrico respecto del origen (su opuesto).
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50. Comprueba si los valores de z que se dan son soluciones de cada ecuacion.

Solucion Ecuacion
= = 72—27+5=0
i — | 22+ B83—z— @4 +4)=0
1 V3.
=——4+— ZHI=0
Z 2+ 2/

s(1+2)?-2(1+2)+5=0—1+4i-4-2—-4i+5=0— Sies solucion.
s (L+i2+(3-0)1+i)—(4+4)=0—>1+2i—-1+3+2i+1-4-4i=0— Sies solucion.
1 3 1.3

120|222+ 22
" H[ 2 2] 2772

1 3
,EJF?/ +1=14+1=2— No es solucidn.

51. Halla el valor de k para que las siguientes expresiones sean niimeros imaginarios puros.

3+ ki 1 —ki
a)k+2/ b)3/</-17/
) 3+k/.k—2i75/<+i(—6+/<2)Hkio
k+2i k=2i k> +4 -

—ki i (3ki+3k?)(1+i) —3k+3k*+i(3k +3k* =

b) 3/<,'.17k_’.1i’_:( + )(*): +3k* +i(3k + )_}k 0

1= 14 2 2 k=1

Descartamos k =0 porque al sustituir en la expresién original se obtiene el nimero 0 + 0i =0, que no se

considera imaginario puro.

52. Encuentra p y g para que se cumpla la siguiente igualdad.
(p+3i)4 +qi) =15+ 9i

(P+30)Ad+g)=15+9%—>@p—3q)+ 12+ pq)i=15+9i

4p—3g =15 =

pr=3q=-1
12+pq:9}

3
Pzzz?%:—4

2

. . L . z
53. Demuestra que el humero complejo z = 1 — 3i verifica la igualdad 5 = Z—5.

2 - 2\2 Q&7
z 0230 B8 4 3i—1-3i-5=z-5

2 2 2

54. La suma de dos nimeros complejos es 3 + 2i y la parte real del segundo es 2. Halla los dos
nimeros sabiendo que el cociente del primero entre el segundo es un niilmero imaginario puro.

(@+bi)+(2+di)=3+2i>a=1b+d=2

14+bi 2—di 2+bd+(2b—d)i
2=a 24+bd =0
2+di 2—di 2var T

brd=2 1 113 b=1 V3 obend=1-3, b=113
2+bd=0

227



Numeros complejos

Los nimeros son:
2,=1+(143)i yz, =2+ (1-3)i
2, =1+(1-43)i yz, =2+ (14+3)i

55. Encuentra dos nilmeros complejos sabiendo que su suma vale 3 y su cociente es .
(a+bi)+(c+di)=3—>a+c=3,b+d=0

a+bi_3-c—di c-di _3c—c’—d*-3di _
c+di c+di c-di ¢’ +d? B

i—3c—c’—a”—3di=i(c* +0d7)

3c—-c*—d*=0

—>c:§, d:_g, a:gl b:g
—3d=c*+0a* 2 2 2 2

Los nimeros son:
Zi=—+—i z __7§,-
1 2 2

2 2

56. Representa graficamente cada niimero complejo y exprésalo en forma binémica.

a) 1, 0 2 e) V5«
b) 5, d) 3, f) V3us

1 3

a) cos 60° +isen 60° = §+/—

b) 5 cos 90° +i sen 90° = 5i

c) 2 cos 135° +i2 sen 135° = 2 +i\/2 Ib)
d) 3 cos 120° + 13 sen 120°= 3 4 3V3
2 2 d) o o)
N——
A . o\ afd)
e) \/Ecoséo°+/\/§sen60°:§+/@ ‘ a“
— _1 i -
f) 3 00s45° +i~/3 sen 45° :%H?é
57. EXpresa estos hiimeros complejos en forma polar.
1%
z,
. /
4 //
| ‘72
J{ X
7
21 =3+ 4j=05s53713° 73 =-3i = 370° Z.=-2+2= 2321350
ZZ=2=20° 24271731‘:@251'570
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58. Escribe estos nimeros en forma polar y represéntalos graficamente.
a) 3 —4i d) —3i

b) V3 +i
0 V2 — V2 f %/

a) 3 —4i=55s51163

b) V3 +i=2

g —2 — 2 = 2ye T

d) =3i= 32/0‘* |

€e) —3 =35
11

f) —i=—
2 2o

59. Escribe en forma bindmica los siguientes niimeros complejos.

a) 4, 0 3z e) 3, g Vo
b) 2, d 2. IRES h) V30
3) 24243 Q) 3i &) f§+%i 91—
b) —1,64— 1,15  d) —2 f)—i w33
22
60. Dados los nimeros complejos:
z,=5,, z,=3,,.. z, =3z

escribe, en forma polar y bindmica, el conjugado y el opuesto de cada uno de ellos.

Tenemos en cuenta que el conjugado es el punto simétrico respecto
del eje de abscisas y el opuesto es el simétrico respecto del origen.

Ndmero Conjugado Opuesto
Polar Bindmica Polar Bindmica Polar Bindmica
5 53 5 543 i 5 543
5}4(]“ —_—— 5\,7()“ _—y T b\’7()“ T
2 2 2 2 2 2
3 W2 32|, W2 32 ; 32 32
e = ' 225" S N 315> s
2 2 2 2 2 2
| (23] | | (B3] | B | 33
8 2 2 ) 2 2 6 2 2

61. Escribe en forma polar los niimeros complejos que aparecen a continuacion.

a) V3 (cos% + i sen%)

a) x/§g

T . T
b) 3({cos— + i sen—
)< 2 2)

b) 3,

2

229



Numeros complejos

62. Dado el niimero escrito en forma polar r , di como seria su opuesto y su conjugado.

Opuesto: —ra = riso° +a Conjugado: r—q

63. Efectua las siguientes operaciones con niimeros complejos.

g 72z
170° 3
&) Lo By d) F 8 55
br LV 5
b) 2s e) (5?) h) (2120
4
) 6
€) Az 20 f) 2500 515 D (@ST—>
8 .
a) 4120° [Beo> = 12180° d) -2 =4, g =<
255 55 5%
2
b) S -3, e) (5«)2 =25, h) (2120°)° = 32600° = 32240°
2£ i 3 3
4
. 6
C) 43 '2270° = 46O° '2270ﬂ :83300 f) 2260° [b130° = 10390° = 1030° ') (\/g%) =27,
3

64. EXpresa en forma polar el inverso de estos niimeros.

a) 2. ¢ 4z e) ex
b) 3z d) <l> f) V73
2 4./

Para calcular el inverso de un numero en forma polar, hallamos el inverso del médulo y el opuesto del

argumento.
a) [%]mo 2 [%]53« el [g]@;
! o dyh

2

65. Calcula las siguientes potencias de niimeros complejos en forma polar.
2 . 6
a) (2 b) (4] c) B, d) (V5|

4
1OS°)

a) 16e0° b) 16,, c) 729210° d) 125,,
3 2

66. Efectua las siguientes operaciones combinadas de niimeros complejos.

ber * 3
a) Gy 1) 3 & 60; -
560
b) (9, :3,6) * S d) (1e)® - (1e)®
a) 470° [B3se = 12105° b) 314° [b1oo° = 15114° c) fi =2y d) 11200 [llsase = 1as*
56°
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67. Realiza las siguientes operaciones combinadas con niilmeros complejos.
| o (1+v3if - e
a) [(4—2/)—(3—2\/§l>~23o°] D)T
a) ((4_2/)—(3—2J§f)(J§+/))2 = ((4-2/)—(3J§+3/—2J8f+2ﬁ))2 =
:(4—3J§—2J§+(—5+2JZ)/)2 =240/ — (16 +16)v2 — (24— 14i)N/3 + (32 +16/)v/6 =
=32v6 —244/3 — 1632 + 2+ (1636 + 1443 — 1642 — 40)i

2 . .
(240) +4i 4 +4_ 2423114 —3-3 _18+6V3-6/-6J3i_3+v3 143

_ 1200

—3+3i —34+3 —3+3i —-3-3i 18 3 3

b)

68. Realiza estas operaciones, expresando primero los niimeros en forma polar.
a) (1— o (—1+v3i)
b) (—v2 + v2i) d (V2 —i)

a) (1—-i) = (\5315”)4 = 4igp a (*1 + \/§/)4 = (21¢)" = 161
o) (V2 +v21) =) =64 &) (V2 =) =V3opusr

69. Representa en el plano complejo estos humeros y los resultados de sus operaciones.
Explica lo que sucede en cada caso.

6150° 4

a) 21509 U 3120a b) Tw c) (2%)
J
a) Elmddulo del resultado [T ]

es el producto de los moédulos, ]
y el argumento es la suma de los .
argumentos de los nimeros dados. '

b) El médulo del resultado
es el cociente de los médulos, o
y el argumento es la resta de los N “1
argumentos de los nimeros dados. TR

c) Elmdédulo del resultado es la cuarta A
potencia del modulo, |
y el argumento es el cuadruple
del argumento del nimero dado. ' / i

A
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70. Realiza las siguientes potencias empleando la formula de De Moivre.
a) [3(cos 25° + i sen 25°)*
b) [2(cos 40° + | sen 40°)]°
c) [5(cos 115° + i sen 115°))7

T T\
d) (cos?—k/sen ?>

14

e) 3(003 3 +1isen 3—7[)

2 2

a) (3(cos 25° + i sen 25°))* = 81(cos 100° + j sen 100°)
b) (2(cos 40° + i sen 40°))* =512(cos 0° + i sen 0°) =512
c) (5(cos 115° +jsen 115°))” =78 125(cos 85° + i sen 85°)

3
d) [cos%ﬂseng] =COST+Isenm=—1

4
3[cos3—2“+/sen 3—“]] =81(cos 0+ sen0)=81

e) 5

71. Dibuja los niimeros 2,y 6., ... :Por qué numero complejo hay que multiplicar al primero para
obtener el segundo?

Hay que multiplicar por 3.

72. Dibuja los numeros 12,,,. y 4,,... ¢Por qué niimero complejo hay que dividir al primero para obtener
el segundo?

Hay que dividir entre 3,5
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73. Calcula las soluciones de las siguientes raices.
a) ¥ébu ¢) {325 e) V9o
b) V1w d) V6do f) V27
a) Y6

El mddulo de las soluciones sera la raiz cubica del médulo =4.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~120°40-360°

Sik=0— B, 3 -
0 . o

Sik=1— p,— 200+ 1:360° +31 360° _ 1600
0 . 0

Sik=2 Bazwﬂgoo

Por tanto, las raices son 4ao°, 4160°, 4280°.
b) El mdédulo de las soluciones sera la raiz quinta de 1 =1.
Existiran tantos nimeros como indique el radical.

150° 4+ 0-360°

Sik=0— B,= : —30°
Sik=1— Bzzw:mo
Sik=2— BS:MZWO
Sik=3— BAZMZMO
Sik=4— g, = 90" F4:360" 50

5
Por tanto, las raices son 13¢°, 1102°, 1174°, 1246°, 1318°.

C

-

El médulo de las soluciones sera la raiz quinta de 32 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

 225°40-360°

Sik=0— p, = 221250 e
Sik=1— BZ:%;G‘SOO:HTJ
Sik=2— 33:%52’3600:189"
Sik=3— BA:%S‘%OO:%P
Sik=4 — p, = 220 +4:360" g5

5

Por tanto, las raices son 2ase, 2117°, 2189°, 2261°, 2333°.
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d) El mdédulo de las soluciones sera la raiz sexta de 64 = 2.
Existiran tantos nimeros como indique el radical.

180° 4+ 0-360°

Sik=0— p, =" 12X0 500
Sik=1— BZ:M:%O
Sik=2— BfM:ww
Sik=3— BAZM:m"
Sik =4 p,= L0 g0
Sik=5— g, = 80 +5:360" 5

6
Por tanto, las raices son 230°, 290°, 2150°, 2210°, 2270°, 2330°.

e) El médulo de las soluciones serd la raiz cuartade 9= /3 .

~—

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

220° +0-360°

Sik=0— p, =21 55°
Sik =1 p,= 20130 _q450
Sik=2— 33:%42'3600:235"
Sik=3— p, =20 +3:360°_ 5

4
Por tanto, las raices son /3ss, \Buse, V3us, V3 .

f) El mddulo de las soluciones sera la raiz sexta de 2.

Existiran tantos nimeros como indique el radical.

Sik=0— sz7§’+72.360°:12’50
Sik=1— BZ:M:D,S"
Sik=2— 53:750;2'3600:132,50
Sik=3— g, =2 330" 405 0
Sik=4— 552%2'3600:252,50
Sik=5— 86:75°+72.36,()°:312’50

Por tanto, las raices son %/—12,5*’ , %/572,5*’ ’ {)/5132,? ’ \6/5192,5*’ ’ %/5252,5*’ ’ %/5312,5*’ .
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74. Calcula las siguientes raices de numeros complejos.

a) V1 o V1 e) Vi
b) V71 d) Vi fy Vi
a) \/1_: 10"+/<.360"
2
Sik=0=x =150 = —1 Sik=1ox=1g=1
b) %/1_ = ]O" tk-360°
3
Sik=0—x, =10 Sitk=2—>x3=1p=1

S|k:1 — X, = ];400

Q ‘\‘/T = To k60

4
Sik=0—5x = loy =1 Sik=2—5X = lyp = —i
Sik:‘lﬁXzz‘lng“:—] Sik:3—)X4:‘|0°:‘|
d) \/7: 190“+k-360°

2
Sik:0—>X1:145u
Sik=1—x,=1,

e) é/’— = o k300

3
Sik=0— =1y Sik= 55 ¥y = Tssges —f
Sik:1%X2:1150°

£y U =g

4
Sik:O%XWZ‘IZZE Sik:2—>X3:‘|202,5°
Sik=1-x="11s Sik=3—>x,= 105

75. Realiza las raices y represéntalas.

a) Y—16 o V16 e) V1 - V3
by V=7 ) \3/%+%/ f) Vézs
a) =16 =916,

El médulo de las raices serd la raiz sexta de 16 = ¥4 .

180° +0-360°

Sik=0— B,= ; =30°
o o
Sik=1— BZZMZQOO 4
5 ]
© 4 2.360° HEY SN
Sik=2— BSZM:HOO
6 N 1T
(o] o S I | | i >
Sik=3— p, =180 +3:360 5100 PN s
6 AR AR
(o] o N i - (VN S —— -
Sik=4— p, =10 250 o7 INEEE ANN
(o] 0
Sik=5— Bbzwzggoo

Por tanto, las raices son V4s., Yhse =Y4i , Yb1ge , Y4 5100 , Y4 500 =4I , N~
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b) /=i =31

El mddulo de las raices sera la raiz cibica de 1 = 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical. 4
(o] . 0 i\
Sik=0—> [31:270 +3O 360 _og°
Sik=1— B, — w_mo" EEEERN
P i N 1
o . o Pl N
Sik=2— B, = M —330° a |
Por tanto, las raices son 1g0°, 1210°, 1330°.
c) Y16i =16,
El médulo de las raices serd la raiz ctbica de 16 =23/2 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.
0 . o
Sik=0— p,= 01250 g0
Sik=1—p,— w_wo"
N N N of
Sik=2— B, — w_zm N
I I 2 Iﬁ?
Por tanto, las raices son 23/2x, 2321500, 232400 = —23/2i .
" 289
J’ 2
d) 3 /—1/ o
El médulo de las raices sera la raiz cubicade 1 = 1.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.
Sik=0— p,— 221030 +g'360 =15 .
0 . (o] T °
Sik=1— Bzzw:1350 T :
e —
1
Sik=2— B, — w — 255° /]
}.«“ il
Por tanto, las raices son 1ise, li3se, 1asse. vt
e 1
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e) Y13 =32,

f)

El médulo de las raices sera la raiz quinta de 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

300° 4+ 0-360°

Sik=0— B,= : = 60°
Sik=1— BZ:M;'%OO:B?
Sik =2 =023 o0
Sik=3— BFM:MO
Sik=4 > p =00 +4360" 50

5

Por tanto, las raices son 2., Y210, Y2000, V220 , Y2z .

Y625 = 4625,
El modulo de las raices serd la raiz cuarta de 625 = 5.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

Sik=0— [3;%:0"
Sik=1— Bzzwzw
Sik=2— Ba:%ﬁ‘w:ww
Sik=3— p,= T35 o0

Por tanto, las raices son 5¢°, 590°, 5180°, 5270°.

76. Una de las raices clibicas de un nimero complejo es 2 + 4i. Halla las otras dos.

Y

J-J-J. 124

Ei

4
;
:
i
:
s 1
v
.

Las otras dos raices tendran el mismo modulo.

7, =2+ 4 =20 3 455

2

= \/%63,43? i = m183,435°

Zy= @63,435" e = @303,435"

e
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77. Los vértices del poligono representado son las raices cuartas de un niimero complejo.

A

\

Determina el nimero y sus raices.
Las raices son:
21=3+3i= 32 22=-3+3i = 32 23=-3-3i= 3205 24=3-3i= 324
El nimero es:

Z=324180° = —324.

78. El nimero complejo 2, . es uno de los vértices de un pentagono regular. Calcula los otros cuatro
vértices y el nuimero complejo cuyas raices quintas son dichos niimeros.

Las raices son:
71 = 230° 22 = 2102° 73 = 2178° 24 = 2246° 75 = 2318°

El nimero es z = 321s0°.

79. Encuentra n y z de manera que dos de las soluciones de ¥z sean 6.,y 6,,,.. ¢ Hay una tnica
solucion? ;Cual es el menor nimero n que puedes encontrar?

Sea z =ra.

La raiz n-ésima de r debe ser 6.

El argumento debe ser multiplo de 30 y de 120.

La solucién no es Unica.

El menor nimero que cumple las condiciones es n = 4.
21 =1296120°

Otra solucion es n = 8.

22=1679616240°

80. Calcula todas las soluciones complejas de las siguientes ecuaciones.

a x*+1=0 c) x*—1=0
b) x4 — 625 =0 d x*+16=0
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a) Xx=Y-1=31
El médulo de las soluciones sera la raiz quinta de 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° +0-360°

Sik=0— B, = : 360
Sik=1— gzzwzmo
Sik=2— BFMZBOO
Sik=3— gAZO"Lé%O(’:%Z)

Sik=4— p, = 180°+£3:360° 30

5

Por tanto, las raices son 13e°, 110s°, 1180°, 1252°, 1324°.
x =4/625 = 4625,

El mddulo de las soluciones serad la raiz cuarta de 625 =5.

b

-

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

o o
Sik=0— [31:%:00
4
Sik=1— BZZ%ZQOO
o o
Sik=2— [33:%:180"
Sik=3— ﬁ‘,:%:zw

Por tanto, las raices son 5¢°, 590°, 5180°, 5270°.

x=1=5,

El médulo de las soluciones sera la raiz quinta de 1.

C

~

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0°+0-360°

Sik=0— p, = 0°
5
0 0
Sik=1— 32:%:720
Sik=2— m:%:ma"
0 (o]
Sik=3— 54:%:2160
Sik:4—>ﬁ5:%:2880

Por tanto, las raices son 1o, 172°, 1144°, 1216°, 12gs.
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d) x=4-16 =416,
El médulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 16 = 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

~ 180° +0-360°

Sik=0— [31_#:450
Sik=1— ﬁzzw:mﬁ
Sik=2—>ﬁ3:w:225°
Sik=3— p, =80 £330 _ 4550

4

Por tanto, las raices son 2ase, 2135°, 2225°, 2315°.

81. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)x*—4x+13=0 C) Xt —6&x?—9=0

b)x*—8x =0 d x*+27x =0
a) X:4j:\/126—52:4j:\2/—36:2i3[

b) x(x*—8)=0— x =38,

El mddulo de las soluciones sera la raiz clibica de 8 = 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

o o
Sik=0— 312%200
Sik=1— 32:%:1200

o o
Sik=2— 532%22400

Por tanto, las raices son 0, 2, 2120°, 2240°.

c) t=x?

tzéi— \'326“‘362313\/5

X, =+/3+3V2
X, =3+ 32
xg:\/3—3J§:/\/3(J§—1)

X, =332 = —/\/3(J§ 1)
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d) x (x*+27)=0
X =3-27 =327 g
El modulo de las soluciones sera la raiz cubica de 27 = 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

~180° 40-360°

Sik=0— ﬁ1_f:60°
o o

Sik=1— ﬁzzwzqgoo

Sik=2— Bszwzgooo

3

Por tanto, las raices son 0, 360°, 3180°, 3300°.

82. Realiza las siguientes operaciones con complejos.

4 ﬁ -1+ 3o —
a) 4/ - b) \/—1 " ) V2 —0N*—301—1)
a) ﬁzﬁ/—_wzm

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuarta de 16 = 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

270° +0-360°

Sik=0— p, =220 750

Sik=1— BFW:W,?
Sik=2— sfw:w,so
Sik=3— p,= /030 _ 55 5

4

Por tanto, las raices son 267,5°, 2157,5°, 2247,5°, 2337,5°.

b) _HI:\/_HM;I-:\HZ\/E

T+i T+ 1—i

El médulo de las soluciones serd la raiz cuadrada de 1 = 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

90° +0-360°

Sik=0— p,= . = 45°
o o
Sik=1— Bzzwzzzy

Por tanto, las raices son 1ase, 1225°.
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El médulo de las soluciones sera la raiz cubica de 1 = 1.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

270° +0-360°

Sik=0— B,= 3 =90°
o o

Sik=1— BZZMZNOO

Sik=2— Bszw:%oo

3

Por tanto, las raices son 190°, 1210°, 1330°.

83. Calcula y expresa el resultado en forma bindmica.

4 [ 1250 - (150)*

3+ 3V3i
70 80
3+3 \/ oy

El médulo de las soluciones sera la raiz cuarta de 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

90° +0-360°

Sik=0— p, =0 E0H0 o5
Sikzlaﬁz:wzﬂz,?
Sik=2— B, — 900%336007202,50
Sik=3—p,— w_z}zsﬁ’

Por tanto, las raices son 42,5 =42 (0,92+0,381), 42115 =42 (0,38 40,92i) , 42,5 =42 (~0,92-0,38i),
\/—2925 —\/— 2(0,38-0,92i).

84. Escribe una ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que tenga por soluciones
estos numeros complejos.

a1 —i b) 3—2i
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) Como 1 —i es solucidn, entonces 1 + j también lo es.
x—Q+Nx-A2-N)=x>—-2x+2
b) Como 3 — 2/ es solucidn, entonces 3 + 2i también lo es.

(x—(3+2i))(x—(3—-2i))=x*—6x+13
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85. Calcula el valor de m para que el polinomio
X2 —6x—m
tenga la raiz 3 — i. Halla la raiz que falta.
(3-12-6(3-)-m=0—>8-6i—18+6i=m —>m=-10

La raiz que faltaes 3 +i.

86. Calcula el valor de los niimeros complejos p y g para que el polinomio
X3+ px?+qgx — 2
tenga las raices i y 2i. Halla la raiz que falta.
(x=7x=2i)=x>=3xi—2
(X2=3xi=2)(x—a)=x>+(—a =3i)x*+ (-2 +3ia)x+2a —a=-1
p=1-3i
g=-2-3i

La raiz que faltaesx=a =-1.

87. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a xX+ix+1=0 c) iX2+7x—12i=0
by X —2x+3 =0 d)y ix3+27=0
a) X:—/i\/z—%a:f/j;x/g/ﬁX1:f1;x/§/.I X2:f1;«/§/

b) X:2i~/g—121:2i2\2/1—3/_>x1:1+ 5 x, =1 T 5

c) x — X, =3I, X,=4i

748948 741
B 2i )

d) X*= %27 =271 — x =327,

El médulo de las soluciones sera la raiz cubica de 27 = 3.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

90° +0-360°

Sik=0— p = =30°
o o

Sik=1— Bzzw:’|5oo

Sik=2— p, = 22X _ope

Por tanto, las raices son 330°, 3150°, 3270°.

243



Numeros complejos

88. Halla el valor de b para que la siguiente operacion sea cierta.

4,.-(1+bi)=8,,

1+bi= i”?“ =2, = 2(C0S 60°+i sen 60°) — b = 2sen 60° =+/3

72°

89. ¢Que nimero complejo hay que sumarle a —3 + 2i para que resulte 5,,..? .Y para que resulte 65=?
3

(=342)4+@+b)=—5i—a=3b=—7
(=34 M 4la 4 b =3B ag=6b=—2—343

90. Comprueba que las siguientes raices suman 0.

a) Las raices cuartas de —1 + V3.
b) Las raices sextas de 64.

a) Las soluciones de 42, son 42, 42w, 4220, 200 .
4/2(cos 30° +17 sen 30°)+4/2(cos 120° + i sen 120° ) + 4/2(cos 210° + sen 210°)+4/2(cos 300° + sen 300°) =

2 2t Tt

b) Las soluciones de 464 son 200, 260°, 2120°, 2180°, 2240°, 2300°.

2(cos 0° +isen 0°) + 2(cos 60° +j sen 60°) + 2(cos 120° + i sen 120°) +

+ 2(cos 180° +j sen 180°) + 2(cos 240° + i sen 240°) + 2(cos 300° + i sen 300°) =
V31,483 .1 3.1 4B ] o

1 . ; ; .
L B T i il e By B
Jr2Jr 2 2Jr 2 2 2 Jr2 2

=2

. 2+1 . o
91. Averigua el valor que debe tener k para que — sea un numero real. ;De qué nimero real

k—i
se trata?

241 k+i_2k=1+(2+K)i _

k—i k+i k? 41 N

El nimero es AT

441
. k—v2i ; o
92. Averigua el valor que debe tener k para que ﬁ— sea un humero imaginario puro.
—i

¢De qué numero imaginario se trata?

k=2 N2+i _NK+N2+(k-2)i
N2—i 2+i 241
El nimero es ;3/=7/.
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. 6 —2i
93. Calcula el valor de a para que el niimero T ai sea:

a) Un nUmero imaginario puro.

b) Un ndmero real.

¢) Elnimero complejo 2 — 4i.

d) Un nlmero complejo con médulo 1.

e) Un nlmero complejo con argumento %

6-2i 1—al _6-2a+(-6a-2)i
1+ai 1—-ai 1+8°

a)6-2a=0—a=3
b) 6-20=0—a=-3

) S8 gy, 0=2 37T T2 SHS 4y qtaia=1
1+ ai 24 1-2i 142i 5
d) V40 =1-40=1+a% —a=+/39
J1+a
\/Earctg[—%]
e) 2 :r71(
1+a arctga 4
1 Vi 1 1
arctg|——|-arctga="——arctga=arctg|—=|-315° -a=—
8 3 ' 7 8 g[ 3] 5

94. Halla el valor de a para que el siguiente nimero complejo cumpla que su cuadrado sea igual
a su conjugado.

a+§i

Calculamos el cuadrado:

/— 2
a+ N; f] :az—%—kx/gai

3.
Hallamos el conjugado: a — 71

a’ — E o a :
= ad=—-—
Ga=-Y3 2
2
. Xi 2X
95. Resuelve la ecuaciéon — — - = 1.
1+ 3 4 — |

7HN -1+20 2943

Xi(4-i)=2x(1+3i)=(1+3)4—-) > x(Bi+1-2-6)=7+11i —> x= : -
121 “1y2i 5
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96. Halla el nimero complejo que cumple que su cubo es un niumero real y que la parte real del mismo
numero es una unidad superior a la parte imaginaria.

a=b+1
(b+1+bi)>==2b3+6b%+2b%+3b+3bi+1
2b3+6b>+3b=0— b (2b2+6b+3)=0

~1-43 3-8
2 2 )

~1++4/3 —3+43
2 2

Los nimeros son (1, 0), [

97. Halla los nimeros complejos cuyo cubo es igual a su conjugado.

(I’a)szf—a—>l’=1
30=-0 — a=0° 300 =720°-a — a =180°
300 =360° - a — a =90° 300=1080°-a — a =270°

Los niumeros son 1, i, =1, —i.

. .. e 12 +ci . . . .
98. Calcula c sabiendo que la representacion grafica de estda sobre la bisectriz del primer

—5+2i
cuadrante.
Para que esté sobre la bisectriz del primer cuadrante, la parte imaginaria debe ser
igual a la parte real.
124c¢ _ (124c)N=5-2i)  —60+2c+ (=24 —5¢)i

=542 (=5+2i)(-=5-2i) 29

~60+2C=~24~5C%C:£
7

99. Halla dos nimeros complejos conjugados tales que su diferencia sea 6i y su cociente la unidad
imaginaria.
(a+bi)—(a—bi)=2bi=6i —>b=3

a+bi at+bi & —b’+2abi & —-9+éai _,

a—bi a+bi & +b? 948

32—9:0y%=1aa=3

Los numeros son 3 +3jy 3 — 3i.

100. La ecuacién z3 + az? + bz — 6i = 0 tiene por raices 2 y 3. Calcula el valor de a, b y el resto
de raices.

8+4a+2b—-6i=0 . .
reat ) —a=-5—/,b=6+5i
274+9a+3b—-6i=0

Z°—(5+1) 22 +(6+5()z—6i =(z2-3)(z2—2)(z—C)=2>—cz* —5Z° + 52 + 67 —6C —C =]

Laotraraizesz=.
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101. Halla dos numeros complejos, z y w, tales que su suma sea i, y 2i sea una raiz cuadrada
de su cociente.

z=a+bi w=c+di

(a+bi)y+(ctdi)=i—wa=—-c,b=1-d

—+(1-d)i . . , 1

———+ =2 —Cc+(1-d)i=-4(c+di)—»c=0,d=—=
ol +(1-d)i=—4(c+d) 3
4. 1.

Z==l| W=——i
3 3

. . 1 ,. . .
102. Encuentra un niumero complejo que al sumarle > dé como resultado otro nimero complejo

de modulo ¢ y argumento 60°.
a+bi+1—a+1+bi
2 2
c= [a+1]2+b2
2

tg60°=\/§=L1—>b=\/§[a+%]

a —
+2

SmupERs

c-1 C
a="" p=y3<
2 V33

El nimero complejo es de la forma CT_1+x/§ %/’ .

103. Busca un nimero complejo que sumandole % dé otro complejo de médulo v2 y argumento 45°.

1+ 1+i

2-2i 1+i 2
a+bi+1/‘—a+[b+l]i
2 2

2

2
2= a2+[b+%] —>az+[b+%] =2

b+l

o 2 1
tg45° =1=—=< s a=b+—
J a 2

, . 1.
El nimero complejo es 1+§/ .
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104. Halla el area del cuadrilatero cuyos vértices son las soluciones de la ecuacion x* + 4 = 0.

x=4-4=44,,

El médulo de las soluciones serd la raiz cuarta de 4 = /2 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

~180° +0-360°

Sik=0— p, =0 a5
0 0

Sik=1— Bz:w:'laso

Sik=2— ;3;%:225o

180° +3-360°
4

Sik=3— B, = =315°

Por tanto, lasraicesson 1 +/,1—i, =1 +i,—1—i.

Esun cuadradodelado 2: A= =22=4.

105. Un pentagono regular, con centro en el origen de coordenadas, tiene en (—3, —2) uno de sus
vértices. Halla los demas vértices usando niimeros complejos.

32/ =133

Elevamos a la quinta: Z=~/13"3g45
Calculamos el resto de las raices: 13z
Sik=0— 7, =134

Sik=1— 2, =131

Sik=2— z,=V13556

Sik=3— 2z, =135

Sik=4— z, :\/ﬁasmw

106. ¢Qué numero complejo forma un tridngulo equilatero con su conjugado y con —5?

Sea L la longitud del lado del tridngulo equilatero, uno de los vértices
es el complejo a + biy el otro vértice es su conjugado a — bi.
L3

2
Todos los tridangulos tienen —5 como el vértice situado mas a la izquierda.

b:L~sen30°:é a=-5-+1-cos30°=—-5+

Siel vértice —5 estuviera situado a la derecha del tridngulo, las coordenadas
de los otros vértices serfan:

L VE]
2

b:L-sen30°:2 a=-5—-1-cos30°=-5
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107. calcula el area del hexagono regular que determinan los afijos de las raices sextas de —64.
Y64 = ¢f6d
El médulo de las soluciones sera la raiz sexta de 64, es decir, 2.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° +0-360°

Sik=0— p,= ! .
Sik=1— BZ:MZ%O

Sik=2— Bazw:wm

Sik=3—>BAZM:21OO * >
Sik:4—>[35:w:2700

Sik=5— p, =80 530" 0

6
Por tanto, las raices son 230°, 290°, 2150°, 2210°, 2270°, 2330°.

El 4rea del hexagono es A :% :%: 63 U

108. Las cuatro raices cuartas de —4096 describen un cuadrado. Calcula su area. Ademas, sus raices
cubicas describen un triangulo equilatero. Determina su area.

Las raices cuartas de —4 096 son:

71 = 8450 = (4\/5, 4\/5) 73=8225° = (,4\/2 ,4\/5)
2= 81350 = (—4&, 4x/§) 24 = 83150 = (4& _4\/5)

Calculamos el lado: \/(Ax/§+4x/§)2 +(4\/§—4\/§)2 =8J2.

Por tanto, el area es de 128.

Las raices cubicas de —4 096 son:

21= 1650 = (8,8V3) 22= 16150 = (~16, 0) 23= 16300 = (8, ~8V3)

Se forma un tridngulo cuya base mide 1643 y su altura es de 24.

Por tanto, su area mide 19243 u

109. Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de los niimeros 6 + 5iy 3 + i. Determina
el resto de sus vértices sabiendo que tiene uno en el cuarto cuadrante.

El vector del lado es (6 + 5i) — (3 +i) =3 + 4i y el perpendicular es 4 — 3i.
En el cuarto cuadrante estara el vértice (3 +i) + (4 —3i) =7 — 2i.

El vértice que falta es (6 + 5/) + (4 — 3i) =10 + 2i.
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110. El nimero complejo 3 + 5i es una de las raices clibicas de z. Halla las otras dos raices.
7y =3+ 5=+355021048
Las raices tendran el mismo maédulo.

Calculamos el resto de las raices: v/ 35 5o 10,487 1 X369
3

Sik=0— Z,= \/£59°2‘10,48” Sik=2— Z,= \/%29@2'10,48”

Sik=1— 2z, =\/£179°2‘10,48“

111. Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean 3 4+ iy 3 — i. Haz lo mismo con
—2 — 5jy —2 + 5i.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
X—3+i)x—3—)=0-o>x2—3x—ix—3x+9+4+3i+ix—3i+1=0
—x2—6x+10=0

X+2+5)Xx+2—=5)=0->x>+2x— 5ix+2x+4 — 10i + 5ix+10i + 25 =0
>x’4+4x4+29=0

112. Demuestra que si una ecuacion de segundo grado cuyos coeficientes son numeros reales tiene
dos raices complejas, estas deben ser nimeros conjugados.

Tenemos una ecuacion de segundo grado: ax’ + bx+c=0
Resolvemos la ecuacion:

. —b+(\/—b7 +4ac)/

X:—bj:\/b)—4ac o ' 2a
2a . —b—(J=b% + 4ac)i

T 2a

Luego sus soluciones son dos niimeros complejos conjugados.

113. calcula el producto de las dos raices de v1 y el producto de las tres raices de V1. Ahora halla
una formula para el producto de las n raices n-ésimas de la unidad.

Las raices cuadradas de 1 son 1o°, 11so° y su producto es 1igo° = —1.
Las raices cubicas de 1 son 1o°, 1120°, 1240°y su producto es 13s0° = 1.
El mddulo del producto de las n raices n-ésimas sera 1.

El argumento del producto de las n raices n-ésimas sera:

(O+1+..4+(n- )):%ﬁ:180°(n—1)

360°-0  360°-1 360°-(n—1)  360°
+ o+ =
n n n n

El producto de las n raices n-ésimas serd (—1)"*1.

114. Averigua la relacion que existe entre el modulo de la suma de dos complejos y la suma
de sus moédulos.

El mddulo de la suma de dos nimeros complejos es siempre inferior a la suma de los médulos de los nimeros.
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115. ¢Es cierto que siempre que multiplicas un niimero real por un niimero complejo z el resultado
tiene el mismo argumento que z?

Si no es cierto, enuncia una propiedad correcta.

No es cierto, ya que: 1ige + Togr = 1270
Solo es cierto si el nimero real es positivo.

Si multiplicamos un nimero real positivo por un nimero complejo z, el resultado
tiene el mismo argumento que z.

116. ¢Es cierto que el inverso del producto de dos niimeros complejos es el producto de sus inversos?

Es cierto, pues, dados z1 y z2 dos nimeros complejos cualesquiera, se tiene que:

(Z1~Zz)71: 1 :i.
z,-2, Z,

il
ZZ

117. Demuestra que para cualquier par de numeros complejos se cumple que:
2+ 2, =7:+7; Z, 2, =212,
Usando estas propiedades, demuestra que si z = a + bi es una solucion de la ecuacién de grado n
siguiente:
ap,-X"+ap - X" '+...+a,-x+a =0
con a, € R, entonces el valor Z también es solucion de la misma ecuacion.

Z,+z,=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i=a+c—(b+d)i=a—bi+c—di=z,+2,

7,-2,=(a+bi)c+di)=ac —db+ (bc +ad)i = ac — bd — (bc + ad)i = (a— bi)c —di)=z,-2,

Veamos que si z = a + bi es una solucién de la ecuacién de grado n, entonces z también es solucién de la misma
ecuacion:

a,(a+bi) +..+a(@a+b)+a=0-a,(@+b) +..+a(@+b)+8=0=0

a,(@+bi) +..+a(a+bi)+a, =a,(@a+b) +..+a(a+bi)+a =

n

=a,(a+bi) +..+a(a+bi)+a,=a,(a-bi)' +..+a,(a—bi)+a,=0

118. Resuelve en los nimeros complejos las siguientes ecuaciones.
a) 72 —2z—2+4i=0
b) z +(4 —2/)z2—-8 =0
c) z*+ 1022 + 169 = 0

2+ 4—4(=2+4] - .
a) z= ( + ):'I:i:\/3—4l:1:|:\/§306,87°i1:l:(—2+/)

2

zn=-1+ij 22=3—|

b) t:_4+2’i2\'12+16’ = 2B A =24 i £y =2 (-2 )

t1=2i,tr=-4

21:\/§g:1+/ ZZ:\/§90°+2360°:—1—/ 23:\/1&20“:2/ 24:\/2180“;360“ =—2
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Q) t— —10 ﬂ:\/'l200—676 541y

t1=-5+12i, t2=-5-12j

Z, :\/ﬁ56,31° =2+43i Z, :\/ﬁ236,31° =-2-3 Z, =\/§123,69°=—2+3i

119. Resuelve las siguientes ecuaciones con niimeros complejos

a)

L L Q-i6i=-3+2
5

b) 2(72+6/)+%+1078/‘:Z(1 +70)

a)Z

(2= 6= =342 5Z o o 10 = =5 2]
= =

z

- =7 ==9-10 =5 z=(5-i)(-9—-10i) > z=-55—-41j
—i

b) Z(—2+6i)+_fﬂ;j7l—l—10—8i=Z(1+7/')—>Z(—2+6i)—11+
— 5l

+i4+10-8i=z(14+7i) > z(=24+6i)—-1-7i=z(1+7i)
2 2(=246i)—z(1+7)=14+7i =5 2(=24+6i—=1-7i)=14+7i

—>z=—-1-2i
—3—i

120. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) x> —8ix+ 4 —19=0

b) X —iy =0 }
y—ix=4—6

8i+—64—4-1-(4i =19 i1 i
a) X°—8x+4i—19=0—x= \/ o ( i :8Ii1—22_16l:4/j:\/374/

g X TY=0 ,}X;W>y—i(/y):4f6/%y+y:4f6i%y:273/
y—ix=4-06i
x=iQ2—30)=3+2

121. Representa el niimero complejo 1 + 2v/3i y realiza en este punto un giro de 60° centrado
en el origen. Halla las expresiones bindmica y polar del nimero complejo resultante.

z=1+4+ 2\/?/ = \/573“ s¥s239" [ | ] [ ]

Hacemos un giro de 60°: 10 T T T

V13 133535300 = —2,5+ 2,61
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122. La suma de dos numeros complejos conjugados es 16 y la suma de sus moédulos es 20.
¢Cudles son estos numeros?

Seaz=a-+ bi.
a+bi+a—bi =16 a=28
ﬁ
Ja? 107 £ +(=b?F =2] Ja+b? =10

— 64 +b> =100 = b =46
Los numeros son: 8 + 6iy 8 — 6i.

1 3. . . .
123. Seau = _E + %I. Comprueba que siz = —2 + 5i, entonces z, u - zy u? - z son las tres raices

cubicas de un niumero complejo. Demuestra que eso sucede para cualquier numero z. ;Qué tiene
de particular el numero u?

Z=—24+5=~29 11048507

13 . = v
— 4 2/] (=24 51) = 11200 - V29111048 507 = N 29231048 507

u-z=

2

uz-zz[ 13

2
73 + 2’] (72 =+ 5’) = 1120"' \ 29!11"48’5,07" = 29351"48’5,07”

Son las raices cubicas de 293350 5415,

Esto sucede para cualquier nimero complejo, ya que las raices cubicas
de un niimero complejo tienen el mismo maédulo y su argumento
se diferencia en 120°.

Al multiplicar cualguier nimero por u, su modulo no varia y su argumento
aumenta 120°.

124. Del niimero complejo z, se sabe que su argumento es 150°, y el modulo de z, es 2. Calculaz,y z,
sabiendo que su producto es —8i.

Zy = Isee
2,=2,
=8/ =8y
Nso * 20 = 8o70r
r-2=28 }_} r=4 } 7 = 4y
150° + v = 270° a=120° Z, = 2

125. Uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen tiene coordenadas (—1, 3). Utiliza los
nimeros complejos para determinar los otros vértices y su area.

Médulo: |/(-1)* +3? =10

Argumento: g a :% — o =108,43°

Los vértices son: v/10+s.5 = /10 (C0S 18,43° 41 5€n 18,43°) =3+ — (3, 1)
mw&w - (* 1, 3) mw&w i (*3, - 1) \/ﬁzs&w - (1, - 3)

El drea del cuadrado es (2@)2 =40 u2.
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126. Calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresion aritmética de diferencia 1 + 2i
y cuyo primer término es —é6 — 2i.

d=1+42i
a,=—6—2i
a,=a,+{n—1d
Go=—6—2i4+10=1)(1+2)=3+16i
(a+a,)n

2

Sy =

6, = (—6—2/+23+16/)1O .

127. Simplifica la siguiente expresién para cadan = N.
1+i+i2+ir+ ... +in
Observamos que 1+i+ >+ =0.
Sea mUIN:
Sin =4m — 4 entonces la expresidn vale 1.
Sin =4m — 3 entonces la expresién vale 1 + /.
Sin =4m — 2 entonces la expresién vale i.

Sin=4m — 1 entonces la expresién vale 0.

128. Si el numero complejo a + bi tiene médulo m y argumento «, ;cdmo expresarias en forma bindmica
un numero complejo con médulo 6m y argumento 2 — a? ;Y si el médulo es 3m y el argumento

3
esa+—?
2

Seaw = ¢ + di el nUmero complejo que tiene por médulo 6m y argumento 2w — a.
c=6Va’+ b* cos (2 —a) =6+0a’ + b’ cos

d=6a"+ b sen(2m —a)=—68a’+ b’ sena
; 7 ; ) ; 3w
Sea v = e+ fiel nimero complejo que tiene por médulo 3my argumento o + —.

(y+37ﬂ]—3\/az+ b’ sen

e=3\a’'+ b’ cos

f=3Ja*+ b* sen

=—3va*+ b cosa

3T
o+ —
2
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129. sea z = r_un niumero complejo en forma polar y Z su conjugado. Calcula el valor del cociente.

COS (L - €COS 20, - ... €COS o,
Zz+2)-[22+ @) ... [2" + (Z)"]

z="r,=r (cosa+isenw)
Z =rlyp_o =1 (COSx— isen a)
COS Qv+ COS 2Qt+ ...+ COS N

(242) (24 @?)-...- (2" +(2))

B COSQL - COS2Qx - ...+ COS N _
B (r(cos a+isena) +r(cosa—isenaw)) - ... (r" (cos nou+isenna)+r" (cos nou—i sen na) B
_ cosa-Cos2a-...-cosno 1
 2rcosa- 2ricos 2o 2rcosna. | mie

.r 2

130. Dada la ecuacién z2 + (a + bi)z + ¢ + di = 0, con a, b, ¢ y d niimeros reales, encuentra la relacién
entre ellos para que sus raices tengan el mismo argumento.

22+ @+bi)z+c+di=0

—a—bitJla+biP—4(c+d) —a—bita—b>+2abi—4c—4di

2 2

Para que tengan el mismo argumento, el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera debe ser el mismo.

a’> —b’ +2abi—4c—4di=0
a —b 74C=O}
2ab—4d =0

Como solo tenemos dos ecuaciones y cuatro incégnitas tenemos que dejar
dos de las incégnitas en funcion de las otras.

V2cv2d +\adNeva e, _ (e o

d

(\/2C2 +2d° —i-\/gc)\j\/c2 +d* —c
d

N
02:_\]2 C2+dA —2cC

Gz = -
W+ -I—c(\/jcz +of —2di e+ +2d
o V= +a +C(\£262+2d2 —2¢)i by = 1 & 2

255



Numeros complejos

PARA PROFUNDIZAR

131. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)

¢Cuantas ternas ordenadas (x, y, 2) de enteros no
negativos menores que 20 verifican que hay

justamente dos elementos distintos en el conjunto L 2L =6 s “is
{i*, (1 + i), 2}, siendo j2 = —1?
Uno de los nimeros Z-t=6g

k o : ) : . . . 1 3.
complejos z que verifican el sistema} z _ o es: 2+ 2vV3i 2v3 —2i 3 -3 2+ 2 ot

t = ~30°%

¢Cual de los siguientes nimeros no es raiz del o 2 2 3 3
polinomio z4 — 522 — 367 B2 g 180°

¢Para qué valor de n se verifica que
IaF 241 SF S A R e A S 24 48 49 97 98
es el nimero complejo 48 + 49i?

14+ v3i )12
BSE

= 1 16 243 1024 —1— 3
— 1 =43]

El valor de (

O Para que en una terna dos elementos sean distintos, tiene que suceder que dos de ellos sean iguales y el
tercero diferente. En este caso puede suceder que =z, *=(1+i))o (1 +i) =z

Si lo pasamos a polares, tenemos {10y, \/Z_VM , 20}
Si*=zey=z implica que loox=20Yy JZ—yAs.y = 1oox.
loox =20 — z =1y x es multiplo de 4 (0 mod 4).
\/Z—yAW =1lo — y=0

Por lo que hay 5 casos paralax (0, 4, 8, 12, 16), 19 casos paralay (1, 2, 3, 4, ..., 18 y 19), un caso parala z (1).
En total 5 (119 [ =95 casos.

Si ¥ =(1+i) e *# z implica que Loox = V2" 15, Y zo= loox.
loox = /2" 15, — y =0y x es multiplo de 4 (0 mod 4).

Zo=1loox — z# 1 0xno es multiplo de 4 (0 mod 4) (esto no es posible porque tiene que ser multiplo de 4 por
lo anterior).

Por lo que hay 5 casos para lax (0, 4, 8, 12, 16), un casos para la y (0), 19 casos paralaz (1,2, 3, 4, ..., 18 y 19).
En total, 5 (119 [l =95 casos.

Si(1+i))=zei = z implica que V2’ 5y, =20y Zo= loox.
\/2745.y =20 — z=2"2eyes multiplo de 8 (0 mod 8) (el valor 16 de y no es valido porque z = 28 > 19).
Zo= 1oox — x no es multiplode 4 (O mod4)oz# 1.

Por lo que hay 2 casos para la y (0, 8), para cada y un solovalordez(y=0,z=1;y=8,z=16), paray =0,
z =1, x puede ser cualquier no multiplo de 4; 15 posibilidades; para y =8, z =16, x puede tomar cualquier
valor; 20 posibilidades. En total hay 15 + 20 = 35 casos.

Sumando los tres casos tenemos 95 + 95 + 35 = 215.
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0 Despejando z de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera, se tiene:
z =t [B3p> — t?> [B3o° = 6eo°
Despejando t:
2 =2y =t =2y —t, =215, t, =215
6400

Z=—"% =32, =3+3
0 t:5i\/2§+144:5j;13_)t1:9' f——a
z21=3 22=-3 23=2f 24 =2

No es solucidn 21g0° = 2.
0 Observamos que cada cuatro niumeros estamos sumando 2 — 2i.
Para llegar a 48 necesitamos 24 [4 =96 nimeros, y obtenemos 48 — 48.
El siguiente niumero serd 97/°” = 97i.
Porlo que i+ 2+ 33+ .. +97°" =48 — 48/ + 97i = 48 + 49 — n = 97.

O 1+i3=2, Y —14iv/3 = 2, . Entonces, realizando la operacion dada en coordenadas polares:

(17240" )12 = (Lzo" )12 = 11440" = 10" =1

132. Demuestra que si un niimero complejo cualquiera z es una raiz del polinomio P(x) = ax? + bx + c,
donde a, b y ¢ son niimeros reales, su conjugado Z es también una raiz de dicho polinomio.
z=d+ei
P(d+ ei)=ald + ei)’ + bld + ei) + c = a(d? — €* + 2dei) + bd + ebi + c =
= ad? — ae’ 4 2adei + bd + ebi + c =0
Por tanto, resulta que: ad” — ae’+bd +c=0 2adei + ebi=0

P(d — ei) = ald — ei)* + b(d — ei) + c = ald? — e* — 2dei) + bd — ebi+ c =
=ad? — ae’ — 2adei + bd — ebi + ¢ =
=ad’ — a&’+ bd + ¢ — (2adei + ebi) =0

133. calcula las cinco soluciones complejas de la siguiente ecuacion.
X5+ x4 +x3+x2+x+1=0
El primer término es la suma de los términos de una progresién geométrica.
(x°=1)

ai="1,F =X 55 =
x—1
X =1
) X =loy
6
6 _'I . — N
Por tanto, resulta que: ( ) =05 x —1=0ox=1 {5 hao
x—1 X4 = gy
Xs = T
Xo = T

Las soluciones son: X, X3, Xa, Xs Y X.
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134. Halla la expresion de z sabiendo que los afijos de los niimeros complejos 1, z y z2 estan alineados.
Y

ZZ

1 X

Las coordenadas de los nimeros complejos son:
A(1,0)  B(a,b) Cla* — b?, 2ab)

Calculamos los vectores:
AB=(@—-1b) AC=(d—b>—1,2ab)

Los puntos estén alineados silos vectores son proporcionales.
AB=tAC—(a—1,b)=t(@—b>—1,2ab)

1

1 2 42 t=—o

a—1=t(a b 1)} 2a a—1= 1 (@ —b> —1)
b=t-2ab 2a

—&-2a+1=b>—b=a-1

Por tanto, resulta que: z=a + (a — 1)i

135. Representa el numero 1 + i. Pasalo a forma polar, calcula sus 10 primeras potencias
y represéntalas en el plano complejo. Observa que los afijos de esos niimeros complejos describen
una curva espiral.

[ A
z=1+i= ﬁw
3= 2y
7= 2\/235«
' 7t = 40
| //\ 2= 4\/5225"
/ T Z° =8y
(111 A] : 7= 8255
| / j i 28 =16y
e i : 2° = 1632 45
\ 14 2" = 324
O

136. Calcula, en el campo complejo, las raices del polinomio ax? + bx + ¢, sabiendo que son iguales que
las de los polinomios cx? + ax + by bx? + ¢cx + a.

(Certamen Numero de Oro. Argentina)

Aplicando la propiedad de la suma de las raices de un polinomio de segundo grado, y suponiendo que las raices
comunes son a y f3:

b a ¢ N . 1 43, 1 3.
+B=—==—>=—-—a=b=c— Elpolinomioesax? +ax+a, conraices ——+ =/ y —— 2=/,
atb=—2="C""p" —EP 2t YT
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137. Sean los conjuntos de numeros complejos:
A={zarglz— (2 + 30 = =

4
B={zlz— 2+ <2}
Determina la proyeccién ortogonal del conjunto interseccion de A y B sobre el eje X.

(Olimpiadas matematicas. Fase de Distrito)
Los conjuntos Ay B son:
A:{z:x+y/:arg[z—(2+3i)]:%}:{(x,y)/x—y+1:0}
B={z=x+yi:|z-@+)<2}={0y)/ x =27 +(y -V <4}

Sea A el conjunto formado por los puntos de larectax—y +1 =0, y B el de los puntos interiores de la
circunferencia de ecuacién (x —2)2 + (y — 1)> =4 con centro C (2, 1) y radio r = 2.

A

. ., . ., . X—y+1=0 .
La interseccién de ambos conjuntos es la solucidn del sistema : ) , que es el segmento abierto D
X=2r+(y-""<4

(0,1)yE(2,3).
Su proyeccion sobre el eje X es el segmento de extremos O (0, 0) y E’ (2, 0), sinincluir Oy E’.

138. Sea la sucesion de numeros complejos {a }, n = 1:

. i i
ar=01+i-(14+— (1 +—>
! ( V2 ) vn
Averigua si existe un numero natural m tal que:
m
> |an—an| = 1990
n=1
(Olimpiadas matematicas. Fase de Distrito)

Los mddulos de las diferencias de los términos de la sucesion valen:

i

|a, —a,.,|= (1+/).[1+é [1+ﬁ —(1+i)~[1+é]-...-[1+#]~ 1+m =
ool gt

Como el médulo del producto es el producto de los mddulos, resulta:

\/§-£§._._.WI+1 1 1

V2 JnooJn+1

Xm:\an—aw\:1+1+...+1:m—>m:1990
n=1
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MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es un circuito eléctrico y por qué elementos esta formado?

Un circuito eléctrico es un camino cerrado por el que circula la corriente. Esta formado por resistencias,
inductancias, condensadores y fuentes o dispositivos electrénicos semiconductores.

2. ¢{Qué son la impedancia y la admitancia en un circuito eléctrico?

La impedancia y la admitancia son parametros para analizar un circuito eléctrico. La impedancia es la oposicién de
un conductor al flujo de una corriente alterna.

La admitancia es la facilidad que el circuito ofrece al paso de la corriente.

3. ¢{Qué relacion numérica existe entre la impedancia y la admitancia?

. . . . . . 1
La admitancia, Y, es la inversa de la impedancia, Z, es decir, Y:E .

4. Averigua las aplicaciones de la impedancia y la admitancia. Por ejemplo, ;qué es la impedancia
del cuerpo humano? ;Qué importancia crees que tiene?

La impedancia y la admitancia se utilizan en la resolucidn de circuitos eléctricos.

La impedancia es la generalizacidn de la resistencia que opone el cuerpo humano a la electrocucidn, segun las
condiciones de la piel.

5. Si un circuito eléctrico tiene una impedancia de Z = 3 + 4j, determina su magnitud a partir
del médulo del nimero complejo y, por otro lado, calcula la admitancia en siemens como un
nimero complejo.

1 3-4]_3-4j ¢

Magnitud: /32 +42=5Q Admitancia: . - =
8 * 3+4j 3-4j 5

6. Si en un circuito eléctrico la admitancia es 0,25 S, calcula su impedancia.

1_1 49
Y 0,25

7=
7. Multiplica el numerador y el denominador en la expresion de admitancia (Y) por el conjugado
R — Xj para obtener la parte real de la admitancia, conocida como conductancia, y la parte
imaginaria, conocida como susceptancia.
_ 1 R-X_R-=X
R+Xf R—X R*4+X?

— Conductancia: % Susceptancia: 2_7)(2
R*+ X R*+ X

8. Si un circuito eléctrico tiene una impedancia de Z = 6 — 4j, halla su conductancia y su
susceptancia.

1 6+4) 3+2j
6-4j 6+4j 26

3 1
Conductancia: — S tancia: —
— Conductancia % usceptancia 3
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