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10 12 

ACTIVIDADES 

 

( ) 6 1 3 1
´

10 3 5 3

x x
F x = + = +  

F(x) es función primitiva de b). 

 

 

Respuesta abierta. Por ejemplo: 

( )
3 2

2
3 2

x x
F x x k= − + +

 
para k = 1, 2, 3 y 4 

 

 

( ) 3 3 1
´ 3

3
x xF x k e e k= = → =

       
( ) 01 1
0 0

3 3
F e n n= + = → =−  

 

 

a) 

,2 22

2 2 2

x x x
x x dx k

 
  = = → = +  

∫  

b) 

,3 2 3
2 23

3 3 3

x x x
x x dx k

 
  = = → = +  

∫  

c) 
2

24 4 4 2
2

x
x dx x dx k x k= = + = +∫ ∫  

d) ( )
2 3

2 2

2 3

x x
x x dx x dx x dx k+ = + = + +∫ ∫ ∫  
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a) [ ]´cos x sen x sen x dx cos x k− = → =− +∫  

b) (3 ) 3 3sen x cos x dx sen x dx cos x dx cos x sen x k+ = + =− + +∫ ∫ ∫  

 

 

a) 
3 2

2( 3 7) 3 7
3 2

x x
x x dx x k+ − = + − +∫  

b) 
22

1
2 2 4

x x x
dx dx x k

 − = − = − +  ∫ ∫  

c) 
25 5

6 3 12 3

x x
dx x k

  − = − +  ∫  

d) 

1
1

4
4 548 4

8 ln 8 ln
1 51
4

x
x dx x k x x k

x

+
  + = + + = + +  

+
∫  

 

 

a) ( ) ( )4 52 25 2 4 4x x dx x k⋅ − = − +∫  

b) 
( ) 2

2

3 2 1
3 ln 3

3

x
dx x x k

x x

+
= + − +

+ −∫  

c) 
2 2

3

3 3

4 4 3 4
ln 5

5 3 5 3

x x
dx dx x k

x x
= = + +

+ +∫ ∫  

d) 
( ) ( ) ( )

3 42 2
42

2 1 11 1 1
1

2 2 4 4 16

x x x
dx k x k

+ +
= + = + +∫  
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a) ( )1 1
3 (3 2) 3 2

3 3
sen x dx cos x k+ =− + +∫  

b) ( )2 4 (4 3) 2 4 3cos x dx sen x k− = − +∫  

c) ( )1 1
2 ( 2 ) 2

2 2
sen x dx cos x k− − − = − +∫  

d) ( )1 1
6 (5 6 ) 5 6

6 6
cos x dx sen x k− − − =− − +∫  
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a) ( )
2

1
3

( 3)
dx tg x k

cos x
= + +

+∫  

b) 
( ) ( )

( )2

2 2 2 2

2 1 8 1
4

4 44 4

x x
dx dx tg x k

cos x cos x
= = +∫ ∫  

c) 
( ) ( ) ( )

2
21 1

2 2
2

tg x tg x
dx dx tg x k

x x

 +  +  = = +∫ ∫  

d) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 2 3 31 1
3 1

3 3
x tg x x dx x tg x dx tg x k   + = + = +      ∫ ∫  

 

 

a) 
( )2 2 2

1 1 1 1 2 1
2

2 4 44 16 1 4 1 2
dx dx dx arc sen x k

x x x
= = = +

− − −
∫ ∫ ∫  

b) 

( ) ( )
( )

2 2 2

1 1 1 1 5 1
5

5 555 25 1 5 1 5

dx dx dx arc cos x k
x x x

− − −
= = = +

− − −
∫ ∫ ∫  

c) 

( )
( )2

4 22

1 4 1
2

4 41 4 1 2

x x
dx dx arc sen x k

x x

= = +
− −

∫ ∫  

d) ( )
2

1
ln

1 ln
dx arc sen x k

x x
= +

−
∫  

 

 

a) 
( )

( )22 2

1 1 1 1 3 1
3

3 9 3 1 3 3 3 3 31 3
dx dx dx arc tg x k

x x x
= = = +

+ + +
∫ ∫ ∫  

b) 
( )

( )22

4 1
4 4 6

1 (6 ) 1 6
dx dx arc tg x k

x x

−
=− =− − +

+ − + −∫ ∫  

c) 
( ) ( )

( )
2 2 2

3

2 26 3 3

1 1 6 1
2

2 8 2 12 121 2 1 2

x x x
dx dx dx arc tg x k

x x x
= = = +

+ + +
∫ ∫ ∫  

d) 
( ) ( )

( )22 2

1 1 1
1

2 2 1 2 1 1 1
dx dx dx arc tg x k

x x x x x
= = = + +

+ + + + + + +∫ ∫ ∫  

 

 

  



 
 
 
 
 
 

Integrales 
 
 
 
 
 
 

587 

 

12 

a) ( )
4 3

3 2 4
( 4 5) 5

4 3

x x
F x x x dx x= + − = + −∫  

( ) ( ) 165 165
3 0 0

4 4
F F− = − =  

b) ( )
2 3

2 2
3 3

x x
F x dx

     = + = +       ∫  

( ) ( )
3 3

7 4 279 31
1 2

3 3 27 3
F F

     − − = − = =       
 

 

 

a) ( )
1

2
3

3 6F x dx x dx x
x

−
= = =∫ ∫

   
( ) ( )4 1 12 6 6F F− = − =  

b) ( ) ( )5 5 5F x cos x sen x dx cos x dx sen x dx sen x cos x= − = − = +∫ ∫ ∫  
( )0 5 1 4

2
F F
 π − = − =  

 

 

 

Corte con el eje X: (3, 0)    Corte con el eje Y: (0, −3) 

Es un triángulo que está por debajo del eje X de base 3 y altura 3. 

3 3 9

2 2
TA

⋅
= =  

Con la integral definida se obtiene el mismo valor, pero negativo, porque el área está bajo el eje X. 

( )
323

0
0

9 9
3 3 9

2 2 2

x
x dx x

 
 − = − = − =−  

∫  

 

 

El triángulo es de base 3 y altura 4. 

4 3
6

2
TA

⋅
= =  

Con la integral definida se obtiene el mismo valor. Para ello se divide el triángulo en dos triángulos rectángulos. 

La recta que pasa por los puntos (2, 0) y (4, 4) tiene como ecuación y = 2x − 4. 

( )
4 42

22
2 4 4 4x dx x x − = − =  ∫  

La recta que pasa por los puntos (4, 4) y (5, 0) tiene como ecuación y = −4x + 20. 

( )
5 52

44
4 20 2 20 50 48 2x dx x x − + = − + = − =  ∫  

4 2 6TA = + =  
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Cortes con el eje X: (2, 0) y (−2, 0) 

( ) ( )
3

2 4 4
3

x
F x x dx x= − = −∫       ( ) ( ) 16 16 32

2 2
3 3 3

F F− − = − − =  

 

 

4 4

33

1
ln 2 ln 2

2
dx x

x

   = − =   −∫  

 

 

 

 

 

 

 

SABER HACER 

 

( )
3 2

2 2

6 1 1 3 2 4
´

8 2 4

x x x
F x

x x

+ −
= + − =  

3 4 2 1
( 2) 3 3

8 2 2
F k k

⋅ −
− = + + + = → =

−
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a) 2 3 2 3 31 1
3

3 3
x sen x dx x sen x dx cos x k= =− +∫ ∫  

b) ( ) ( ) ( )3 4 3 4 41 1
2 2 4 2 2

2 2
x sen x dx x sen x dx cos x k− = − =− − +∫ ∫  

c) 
3 3 32 4 2 4 45 5

5 3
3 3

x x xx e dx x e dx e k+ + += = +∫ ∫  

d) 
3 2 3 3

2 2 22 3 2
1 1

2 3 2 2 3 2

x x x x
x tg dx tg dx tg k

             + = + = +                  
∫ ∫  

 

 

a) 

2
1

3 53
3 2 3

2 51
3

x x
x dx k k

+

= + = +
+

∫       c) 

3
1

4 43 748 8 32

35 5 351
4

x x x
dx k k

+

= ⋅ + = +
+

∫  

b) 

1
1

3 3
3 47 7 21

12 2 81
3

x x
dx k x k

+

= ⋅ + = +
+

∫      d) 

3
1

5 85
5 3 5

4 4
3 21
5

x x
x dx k k

+

= ⋅ + = +
+

∫  

 

 

a) 2 1 4
4 4x dx x k k

x
− −=− + =− +∫       c) 4 3

3

3 1 1

5 5 5
x dx x k k

x
− −=− + =− +∫  

b) 3 2

2

3
6 3x dx x k k

x
− −− = + = +∫        d) 4 3

3

1 1 1

2 6 6
x dx x k k

x
− −=− + =− +∫  

 

 

a) 
2

22 3 2 1
2 3 2 3 2 ln

x x
dx x dx dx dx x x x k

x x

+ −
= + − = + − +∫ ∫ ∫ ∫  

b) 
2

2 2

6 8 1 1 8
1 6 8 6 ln

x x
dx dx dx dx x x k

x x x x

+ −
= + − = + + +∫ ∫ ∫ ∫  

 

 

a) 
2 2

4 5 1 1 5
4 5 4 ln

x
dx dx dx x k

x x x x

−
= − = + +∫ ∫ ∫  

b) 
2 2 2( 1) 2 1 1 1 1 1

1 ln
2 2 2 2 4 2

x x x x
dx dx x dx dx dx x x k

x x x

+ + +
= = + + = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   
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a) 
( ) ( )

( )
2 2 2

3

2 26 3 3

1 3 1

1 3 31 1

x x x
dx dx dx arc tg x k

x x x
= = = +

+ + +
∫ ∫ ∫  

b) 
( )

( )22

4 2
2 2 2 1

1 (2 1) 1 2 1
dx dx arc tg x k

x x
= = − +

+ − + −∫ ∫  

 

 

a) 

( )
( )2

4 22

8 4
2 2 2

1 4 1 2

x x
dx dx arc sen x k

x x

= = +
− −

∫ ∫  

b) 
( )

( )
2 2

1 1 4 1
4

4 41 16 1 4
dx dx arc cos x k

x x

− −
= = +

− −
∫ ∫  

 

 

a) 
( )

( )22

2 1
2 2 3

6 10 1 3
dx dx arc tg x k

x x x
= = + +

+ + + +∫ ∫  

b) 
( )

( )22

2 1
2 2 4

8 17 1 4
dx dx arc tg x k

x x x
= = − +

− + + −∫ ∫  

c) 
2 2 22

4
3

3 1 12 1 12 7 73
2 7 7 47 1 4 1 4 1

1 1
4 2 7 2 7 2

dx dx dx dx
x x

x x x

⋅
= = = =

− +              + −     + − + −                   

∫ ∫ ∫ ∫  

6 7 4 1

7 7 2
arc tg x k

    = − +    
 

d) 
( ) ( ) ( )

2 2 22

2

3 1 1 3 33
4 8 7 23 2 2 1 1

1 2 2 1 2 2
3 3

dx dx dx dx
x x x

x x

= = = =
− +    + −   + − + −        

∫ ∫ ∫ ∫  

( )3 1
2 2

2 3
arc tg x k

 = − +  
 

 

 

a) 
( )( )

( ) ( )
2

2 2
2 4 2 1, 1

6 8 2 4 2 4

A B
dx dx dx A x B x A B

x x x x x x

 = = + → = + + + → = =−  + + + + + +∫ ∫ ∫  

1 1
ln 2 ln 4

2 4
dx x x k

x x

  − = + − + +  + +∫  
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b) 
( )( )

( ) ( )
2

2 2 1 1
2 1 7 ,

8 7 7 1 7 1 3 3

A B
dx dx dx A x B x A B

x x x x x x

 = = + → = − + − → = =−  − + − − − −∫ ∫ ∫  

( ) ( )2

2 1 1 1 1
ln 7 ln 1

8 7 3 7 3 1 3 3
dx dx x x k

x x x x

  = − = − − − + − + − − ∫ ∫  

 

 

a) 2

2 2

3 1 2 6 1
ln 6 10

6 10 2 6 10 2

x x
dx dx x x k

x x x x

+ +
= = + + +

+ + + +∫ ∫  

b) 
2 2 2 2

2 1 2 4 4 4 1 2 8 1
2

8 17 2 8 17 2 8 17 8 17

x x x
dx dx dx dx

x x x x x x x x

− − − + −
= = + =

− + − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫  

( )21
ln 8 17 2 4

2
x x arc tg x k= − + + − +  

 

 

a) 
2 2 2 2

2 1 2 1 5 5 2 6 5

6 8 6 8 6 8 6 8

x x x
dx dx dx dx

x x x x x x x x

+ + + − +
= = − =

+ + + + + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2 5 5

ln 6 8 ln 6 8
2 4 2 2 2 4

A B
x x dx x x dx dx

x x x x

 = + + + + = + + − + =  + + + +∫ ∫ ∫  

2 5 5
ln 6 8 ln 2 ln 4

2 2
x x x x k= + + − + + + +  

b) 2

2 2 2 2

2 3 2 3 5 5 2 8 5
ln 8 7

8 7 8 7 8 7 8 7 7 1

x x x A B
dx dx dx dx x x dx

x x x x x x x x x x

 − − − + − = = + = − + + +   − + − + − + − + − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 25 5 5 5

ln 8 7 ln 8 7 ln 7 ln 1
6 7 6 1 6 6

x x dx dx x x x x k
x x

= − + + − = − + + − − − +
− −∫ ∫  

 

 

( ) 2f x ax bx c= + +    ( )1 0f a b c= + + =   ( )3 9 3 0f a b c= + + =  

( )
13 21

2

0
0

4

3 2 3

x x
ax bx c dx a b cx

 
 + + = + + =  

∫  

( )0 0F =     ( ) 1 1
1

3 2
F a b c= + +  

( ) ( ) 4
1 0

3 2 3

a b
F F c− = + + =  o bien ( ) ( ) 4

1 0
3 2 3

a b
F F c− = + + =−  

Resolvemos los sistemas de tres ecuaciones con tres incógnitas: 

0

9 3 0 1, 4, 3

2 3 6 8

a b c

a b c a b c

a b c

+ + = + + = = =− =+ + = 

 

0

9 3 0 1, 4, 3

2 3 6 8

a b c

a b c a b c

a b c

+ + = + + = =− = =−+ + =− 

 

Las funciones cuadráticas buscadas son ( ) ( )2 2
1 24 3, 4 3f x x x f x x x= − + =− + − .  
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( )0 1f c= =−      ( )1 2 3f a b c a b= + + = → + =  

( )
03 20

2

1
1

5

3 2 3 2 6

ax bx a b
ax bx c dx cx c

−
−

 
 + + = + + = − + =  

∫  

Resolvemos el sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: 

3

1 4, 1, 1

5

3 2 6

a b

c a b c

a b
c

+ = =− → = =− =−− + = 

 

La función cuadrática es ( ) 24 1f x x x= − − . 

 

 

Los puntos de corte de las dos gráficas son: 

2 2
1 23 2 10 2, 3x x x x x x+ − =− + + → = =−  

( ) ( )( ) ( ) ( )
23 22 2

2

3 3
3

2 2 16 125 125
2 2 12 12 4 24 18 9 36

3 2 3 3 3

x x
f x g x dx x x dx x

− −
−

  − − = + − = + − = + − − − + + = =  
∫ ∫  

 

 

El punto de corte de f(x) y g(x) es (−1, 3).   El punto de corte de g(x) y h(x) es (0, 2). 

El punto de corte de f(x) y h(x) es (−4,0). 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 02 21 0 1 0

4 1 4 1
4 1

3 3
2 2 3

2 2 4 4

x x x x
f x h x dx g x h x dx dx dx x

−
− −

− − − −
− −

        − + − = + + − = + + − =          
∫ ∫ ∫ ∫  

 

ACTIVIDADES FINALES 
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F(x) es primitiva de f(x) porque: ( ) 1
´ 4 3F x x

x
= − +  

Las primitivas de f(x) son de la forma: ( ) 22 3 2F x x x x k= − + +  

( )1 2 3 2 5 4F k k= − + + = → =  

 

 

( ) 26 3F x x dx x k= = +∫       ( )0 0F k= =  
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a) 
1

lndx x k
x

= +∫     d) 
2 2

3 1 3 1 1
3 lndx dx dx x k

x x x x x

  − = − = + +  ∫ ∫ ∫  

b) 
4 3

3 1
dx k

x x
=− +∫     e) ( )2 2 3

3 1 3 1x dx x dx dx x k
x

− −+ = + =− + +∫ ∫ ∫  

c) 
3 2

2 1

5 5
dx k

x x

−
= +∫     f) 3 3

2

2 5 2 1 1
5 5 ln

3 3 3
x dx x dx dx x k

x x x

− −  + = + =− + +  ∫ ∫ ∫  

 

 

a) 
4

3 2

3 2 2

5 4 5 4
2 1

4 8 4

x
x x dx x x k

x x x x

  + − + − =− − − + − +  ∫  

b) ( )
6 2

5 2 1 2 3 5 6
3 3 5 2 6 11 2 ln 11

2 2

x x
x x x x x dx x x x k

x

− −− + − + − + =− + − + + + +∫  

c) ( )
4 3 2

2 3 2

2 2

1 12 1 12 1 7 5
7 5 7 5 12 ln

4 3 2

x x x
x x x dx x x x dx x k

x x x x x

   − − −  + − − − = − − + + = − − + + +       ∫ ∫  

 

 

a) 
2 4 3

1 3 1 1
dx k

x x x x

  − =− + +  ∫      d) 
3 4 2

2

2 2 5 5
2 ln

5 20 5

x x x x
dx x k

x x x

 +  + + = + + − +  ∫  

b) 2

5 4

1 1
2

4
x dx x k

x x

  − = + +  ∫      e) 
2

14 3 4
3 5 ln 5

3 2 3

x
x x dx x x k−  − + = − + +  ∫  

c) 2

4 3

7 7
5 2 5

3
x dx x x k

x x

  − + = + + +  ∫    f) 
4 5 2

4 3

3 1 3 3 1 1

5 2 25 4 2

x x x x
dx x k

x x

 −  + − = + − + +  ∫  
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595 

 

12 

 

a) ( ) 1 1 2 1
2 1 ln 2 1

2 2 1 2
x dx dx x k

x

−− = = − +
−∫ ∫  

b) 
4 4 5 4

ln 5 7
5 7 5 5 7 5

dx dx x k
x x

= = − +
− −∫ ∫  

c) 

22 4 2 5 32 2
1 1

3 9 3 45 9

x x x x x
dx dx x k

      + = + + = + + +        ∫ ∫  

d) ( )
23

3 2 2
2

x
x dx x k− = − +∫  

e) 2

2

1
ln 2 1

2 1 4

x
dx x k

x
= − +

−∫  

f) 
2 2

3

3 3

4 4 3 4
ln 1

1 3 1 3

x x
dx dx x k

x x
= = + +

+ +∫ ∫  

 

 

a) ( ) ( ) ( )43 32 2 23
1 3

1 2 3 2 1 2 3 2 3
2 8

x x x dx x x x dx x x k+ + − = + + − = + − +∫ ∫  

b) ( ) ( ) ( )3 3 72 2 24 4 4
16

8 5 4 2 5 5
7

x x dx x x dx x k− = − = − +∫ ∫  

c) 
( )62 3 252

3 3 2 3 2 3 25 5
5 7

7 3 7
3 18

x

x x x x
e ee

e e dx e e dx k

−

− − −
+

+ = + = +∫ ∫  

d) ( )
6

32 2 6 2 6 2 6 6 2 61
2 2 2 2

2 3
x x x x xe

e e dx e e dx e e k− − − −− = − = − +∫ ∫  

e) ( )31 1
2 2 1 2 2 2 1 2 1

2 3
cos x sen x dx cos x sen x dx sen x k+ = + = + +∫ ∫  

f) ( ) ( ) ( )32
1 1

3
sen x cos x x dx sen x cos x x dx cos x x k+ − =− − + − =− − +∫ ∫  
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12 

a) 2 21

2
x xe dx e k= +∫

          
d) 2 1 2 11

5 5
2 ln5

x xdx k+ += +∫  

b) 
2 21

2
x xx e dx e k= +∫           e) 

3
1 2

2 2 2
1 2

2 2 2 2 2 2
2 ln2

x
x x x

dx dx dx k

+
+

= = = +∫ ∫ ∫  

c) 
3 3

4 4
4

3

x x

e dx e k= +∫           f) 
2 2 21 1 13 3

3 2
2 2

x x xxe dx xe dx e k+ + += = +∫ ∫  

 

 

a) ( ) ( )2 2cos x dx sen x k− − =− − +∫       
d) 

1
2sen x dx cos x k

x
=− +∫  

b) 2 22x sen x dx cos x k=− +∫        
e) 

3
2

3

cos x
cos x sen x dx k=− +∫  

c) ( )2 1
1 2 2

2
tg x dx tg x k+ = +∫

       
f) 

2

1 1
3

3 3
dx tg x k

cos x
= +∫  

 

 

a) 2

4

1

1 2

x
dx arc tg x k

x
= +

+∫
        

d) ( )
21

cos x
dx arc tg sen x k

sen x
=− +

− −∫  

b) 
( )

( )
2

1
1

1 1
dx arc sen x k

x
=− − +

− −
∫

     

e) 
( )2 2

1 1
ln

ln 1 ln
dx dx arc tg x k

x x x x x
= = +

+ +∫ ∫  

c) ( )
2

1 1
5

51 5
dx arc sen x k

x
= +

−
∫

      

f) 
2

4 22

1

2 24
2 1

2

x x x
dx dx arc sen k

x x

  = = +   −   −   

∫ ∫  
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a) ( )
5 3

4 2 24 5
4 5 6 4 3 4

5 3

x x
x x x dx x x k− + − = − + − +∫   c) ( )5 1 5sen x cos x dx cos x sen x x k+ − =− + − +∫  

b) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2x cos x x dx sen x x k− − + =− − + +∫    d) ( )
3 3

2 2

3 3

sen x cos x
cos x sen x cos x sen x dx k+ = − +∫  

 

 

a) 
2

3
3

1
dx arc tgx k

x

−
=− +

+∫  

b) 
3

24
(4 2)( 1) 2

3

x
x x dx x x k+ − = − − +∫  

c) ( ) ( )
1

3
2

1 1 2
1 1

3 93 1

x
dx x dx x k

x

+
= + = + +

+∫ ∫  

d) ( )
22

2 2
x x

x x

x

e e
dx e dx x e k

e

+
= + = + +∫ ∫  

e) 2

2 2

3 3 4 3
ln 1 2

4 8 16 1 2 16

x x
dx dx x k

x x
= = + +

+ +∫ ∫  

f) 
( )

( )22

1 1 1
2 3

4 12 10 21 2 3
dx dx arc tg x k

x x x
= = − +

− + + −∫ ∫  
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12 

a) 2

2

1
ln 3

3 2

x
dx x k

x

−
=− + +

+∫     e) 
1 3 3 1

3 ln 3
3 3 3

sen x
tg x dx dx cos x k

cos x

−
=− =− +∫ ∫  

b) 
( )2

1
ln

1
dx arc tg x k

x arc tg x
= +

+∫   f) 
( )

( )
( )2

22

2 11 1 1
ln 1 1

1 ( 1) 2 21 1

xx
dx dx x k

x x

−−
=− =− − + +

+ − − +∫ ∫  

c) 
1 1

2
dx k

x x x
=− +∫       g) ln

cos x
dx sen x k

sen x
= +∫  

d) 
2

ln 3 ln 3

ln ln
dx k

x x x

−
= +∫       h) 

2

1sen x
dx k

cos x cos x
= +∫  

 

 

a) 
( ) ( )4 3

7 7

4 3 4

x

x x

e
dx k

e e

−
= +

+ +
∫  

b) 
2

1

( )

sen x cos x
dx k

cos x sen x cos x sen x

−
= +

+ +∫  

c) 
( ) ( )3 2

1

5 2 5

sen x
dx k

cos x cos x
= +

+ +∫  

d) 
( )2

2 1cos x x sen x
dx k

x cos x sen xx cos x sen x

− −
= +

++∫  

e) 
( )22 2

1

1 2 2

sen x cos x sen x cos x sen x cos x
dx dx dx k

sen x cos x sen x cos x sen x cos x sen x cos xsen x cos x

− − −
= = = +

+ ⋅ + + ⋅ ++∫ ∫ ∫  

 

 

a) 
2 2

4 12 4
12

1
dx arc tg x k

x x x

 −  + = + +  +∫
    

c) 3 65 7

3

3 6

5 7

x x
dx x x k

x

 +   = + +  ∫  

b) 
3 2 3

3 83 4 9 4

7 56

x x
dx x k

   = +  ∫
       

d) 
( ) ( )

2

3 22 2

1

1 4 1

x

x x

e
dx k

e e
=− +

+ +
∫  
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12 

 

a) ( ) ( )( ) ( )
5 4

4 3 2
2 2

5 2

x x
f x g x dx x x dx⋅ = + = +∫ ∫  

( ) ( )
2

1
2

x
f x dx x dx x= + = +∫ ∫  

( )
4

32
2

x
g x dx x dx= =∫ ∫  

No es cierta la igualdad porque ( )( ) ( )( )f x dx g x dx⋅∫ ∫  es de grado seis y ( ) ( )( )f x g x dx⋅∫  es de grado cinco. 

b) 
( )
( ) 3 2

1 1 1

2 2 4

f x x
dx dx

g x x x x

+
= =− −∫ ∫  

( )

( )

2

4 2 3

1 22

2

x
xf x dx

x x xg x dx

+
= = +∫

∫
 

No es cierta la igualdad. 

 

 

a) ( )
1

2
1

3 2 3
3
dx x dx x k

x

−= − = − +
−∫ ∫  

b) ( )
( )231

3
3

6 72 1
6 6 7

3 26 7

x
dx x dx k

x

− −
= − = +

−∫ ∫  

c) ( )
7 3

5 1 5 3 22 22
2 4 22 2

4 4 8
2 2 4 4 4 4

5 7 3 2 3

x x x x x
x x dx x x x x x dx x k

  − + = − + + − + = − + + − + +   ∫ ∫  

d) ( )
1

2
9 9

2 2 1 9 2 1
22 1

dx x dx x k
x

−= + = + +
+∫ ∫  
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a) ( ) ( )
5

4 23
3 2 7 7

5

x
F x x x dx x x= − + = − +∫      d) ( ) ( )

4 2
3 9

9
4 2

x x
F x x x dx= − = −∫  

( ) ( ) 3 96 219
1 2 1 7 4 14

5 5 5
F F

     − − = − + − − − − =       
    ( ) ( ) 729 9 711

0 3 0
4 2 4

F F
 − − = − − =  

 

b) ( ) ( )
3

2 1
3

x
F x x dx x= − = −∫         e) ( ) ( )

5 3
4 2 2

2 5 5
5 3

x x
F x x x dx x= − + = − +∫  

( ) ( ) 1 125 112
1 5 1 5

3 3 3
F F

     − − − = − + − − + =       
     ( ) ( )

5
22 3 1032

3 3 2 3 5 3
5 5

F F
 ⋅  − − = − + ⋅ =   

 

c) ( ) ( )
4 3 2

3 2 5
5 1

4 3 2

x x x
F x x x x dx x= − + − = − + −∫    f) ( ) ( )3 2 4 34 6 1 2F x x x dx x x x= − + = − +∫  

( ) ( ) 81 9 93
3 0 45 3 0

4 2 4
F F

 − = − + − − =−  
      ( ) ( ) ( ) ( )2 5 16 16 2 625 250 5 840F F− − − = + − − + − =−  

 

 

a) 
2

2

1
1

1 1 1
ln ln2

2 2 2
dx x

x

 
 = =
  

∫
         

c) [ ] 0sen x dx cos x
π π

−π−π
= − =∫  

b) ( )2 2 2 22 2
4

0 0 0

1 1 1
2 1

2 2 2
x x xxe dx xe dx e e = = = −  ∫ ∫

    
d) 2

0
0

1 4 4
4 4

x x
tg dx tg

π
π        + = =         

∫  
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12 

 

g) ( ) (3 2 ) 3 2F x cos x sen x dx sen x cos x= − = +∫  

 2

0
(3 2 ) (0) 3 2 1

2
cos x sen x dx F F

π  π− = − = − =  ∫  
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12 

 

 

 

 

a) ( )
0

4
6f x dx

−
=−∫

         
c) ( )

4

0
2,25 0,25 2f x dx =− + +π+ =π∫  

b) ( )
7

4
3f x dx =π+∫

        
d) ( )

8

6
2f x dx =∫  

 

 

Los apartados c), d) y e) son aproximados ya que la función no pasa exactamente por el punto (6, 0). 

a) ( )
2

0
2f x dx =∫

  
b) ( )

3

2
2f x dx =∫

  
c) ( )

6

3
7,5f x dx =∫

  
d) ( )

9

6
3f x dx =−∫

 
e) ( )

9

0
8,5f x dx =∫  
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A([0, 2]) = 
2 5

2

⋅
 = 5    A([2, 8]) = 

60 9

2

− π
    A([0, 5]) = 5 + 

60 9

4

− π
 = 

80 9

4

− π
 

A([2, 5]) = 
60 9

4

− π
    A([8, 9]) = 

1 5 5

2 2

⋅
=     A([5, 9]) = 

60 9 5

4 2

− π
+  = 

70 9

4

− π
 

 

 

( ) ( )
4 2

3 2 33 3 3
4 2

x x
F x x x x dx x x= − + − + =− + − +∫    →   ( ) ( ) ( )

2
3 2

1

51
3 3 2 1

4
x x x dx F F

−
− + − + = − − =∫  

 

 

a) ( )2 3 2( ) 3 2F x x x dx x x= − = −∫         (4) (2) 48 4 44A F F= − = − =   

b) ( )
4 3 2

3 2 5
( ) 5 1

4 3 2

x x x
F x x x x dx x= − + + = − + +∫    

147 41 100
(3) (1)

4 12 3
A F F= − = − =  

c) 
5

( ) 5
ln 5

x
xF x dx= =∫            

25 1 124
(2) ( 1)

ln 5 5ln 5 5ln 5
A F F= − − = − =  

d) 
2

4 4
( )F x dx

x x
= =−∫            

1 4 5
(8) (3)

2 3 6
A F F= − = − + =  

e) ( )
2 2

F x sen x dx cos x
   π π  = − =− −       ∫       

3
( ) 1 0 1

2
A F F

 π= − π = − =  
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2 2

1
1

1 1
ln

2 2

e
e x e

x dx x
x

   +  + = + =      
∫  

 

 

( )
333

2 2

1
1

28
2 2 2

3 3

x
x x dx x x

−
−

 
 − + − = − + − =  

∫  
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12 

 

 

 

 

a) ( ) ( ) ( )
1 5 6

2 2 2

0 1 5
6 5 6 5 6 5x x dx x x dx x x dx− + + − + + − + =∫ ∫ ∫  

1 5 63 3 3
2 2 2

0 1 5

7 32 7 46
3 5 3 5 3 5

3 3 3 3 3 3 3

x x x
x x x x x x

     
     = − + + − + + − + = + − + =          

 

b) ( ) ( ) ( )
1 1 2

3 2 3 2 3 2

2 1 1
4 4 4 4 4 4x x x dx x x x dx x x x dx

−

− −
− − + + − − + + − − + =∫ ∫ ∫  

1 1 24 3 2 4 3 2 4 3 2

2 1 1

4 4 4 91 64 37
4 4 4 16

4 3 2 4 3 2 4 3 2 12 12 12

x x x x x x x x x
x x x

−

− −

     
     = − − + + − − + + − − + = − + + − =          
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203 30 2
2

1 0
1 0

2 1 4 2

3 3 3 3

x x
x dx x dx

−
−

     + = + = +       
∫ ∫  

 

 

Cortes con el eje X: 2
1 25 0 0, 5x x x x+ = → = =−

      
2 2 0 1x x− = → =   

2
1 23 0 0, 3x x x x− + = → = =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 3

2 2

5 1 1 2
5 2 2 2 2 3x x dx x dx x dx x x dx

−

− −
+ + − + − + − + =∫ ∫ ∫ ∫  

1 33 2 3 2
1 22 2

1 1
5 2

5 3 56 7 149
2 2 4 1

3 2 3 2 3 6 6

x x x x
x x x x

−

−
−

   
      = + + − + − + − + = − + − + + =            
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a) Las gráficas se cortan en 1 20, 3x x= =  → ( )
33 23

2

0
0

3 9
4

3 2 2

x x
x x x dx

 
 − + − = − + =  

∫  

b) Las gráficas se cortan en 1 20, 3x x= =  → ( )
333

2 2 2

0
0

2
4 2 3 9

3

x
x x x x dx x

 
 − + − + = − + =  

∫  

c) Las gráficas se cortan en 1 20, 6x x= =  → 

62 2 36

0
0

3
9

2 4 4 12

x x x x
x dx

     − + = − =      
∫  

 

 

a) Las gráficas se cortan en 1 21, 3x x=− = . 

( )
333

2 2

1
1

32
2 1 4 3

3 3

x
x x dx x x

−
−

 
 − − + = − + + =  

∫  

b) Las gráficas se cortan en 1 23, 3x x=− = . 

( )
333

2

3
3

3 3 4 3
3

x
x dx x

−
−

 
 − = − =  

∫  

c) Las gráficas se cortan en 1 20, 1x x= = . 

( )
1

3 31
2

0

0

2 1

3 3 3

x x
x x dx

 
 − = − = 
  

∫  

d) Las gráficas se cortan en 1 2 32, 0, 3x x x=− = = . 

( ) ( )
0 34 3 3 40 3

3 2 2 3 2 2

2 0
2 0

253
6 6 3 3

4 3 3 4 12

x x x x
x x x dx x x x dx x x

−
−

   
   − − + + − = − − + + − =      

∫ ∫  

e) Las gráficas se cortan en 1 2 30, 3, 4x x x= = = . 

( ) ( )
3 44 3 4 33 4

3 2 2 2 3 2 2 2

0 3
0 3

7 7 71
6 9 3 3 6 9 6 6

4 3 4 3 6

x x x x
x x x x x dx x x x x x dx x x

   
   − + − + + − − + − = − + + − + − =      

∫ ∫  

 

 

 

 

 

Las gráficas se cortan en 1 2 30, 2, 2x x x= =− = . 

0 24 2 2 40 2
3 3

2 0
2 0

1 1
2

4 4 16 2 2 16

x x x x
x x dx x x dx

−
−

            − + − = − + − =               
∫ ∫   
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1 22 0 0,
3

sen x cos x sen x x x
π

− = → = =  

( ) ( )
3 2

3 2

0
03

3

1 1 1 1 1
2 2 2 2

2 2 4 4 2
sen x sen x dx sen x sen x dx cos x cos x cos x cos x

π π
π π

π
π

   
   − + − = − + + − + = + =
      

∫ ∫  

 

 

f(x) y g(x) cortan en x = 0. 

f(x) y h(x) cortan en x = −2 y x = 1. 

g(x) y h(x) cortan en x = 
1

2
− y en x = 4.  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 4 0 1

1 1
2 0

2 2

f x h x dx g x h x dx g x h x dx f x h x dx
− − −

 − + − − − + − =   
∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 4 0 1

1 1
2 0

2 2

4 2 2 2 7 4 2 2 7 4 4 2

3 3 3 3

x x x x x x x x
dx dx dx dx

− − −

      + − − − − − + −        = − + − − − − − =                ∫ ∫ ∫ ∫  

1 4 0 13 2 3 2 3 2 3 2

1 1
2 0

2 2

4 6 24 4 21 24 4 21 24 4 6 24

9 9 9 9

x x x x x x x x x x x x

− − −

       − − + − + + − + + − − +       = + − − =              
 

81 25 14
6 24

4 36 9
= + − − =  

 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0 1 2

4 0 1
f x g x dx f x h x dx f x dx

−
− + − + =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
0 1 2

2 2 2

4 0 1
3 4 2 4 8 2x x dx x x dx x x dx

−
= − − + + − + + + − − =∫ ∫ ∫  

0 1 23 2 3 3
2 2

4 0 1

3 56 14 8
4 4 8 26

3 2 3 3 3 3 3

x x x x
x x x x x

−

     
     = − − + + − + + + − − = + + =          
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a) ( ) ( )1 1
ln 2 1

2 1 2
F x dx x

x
= = +

+∫  

b) ( ) ( )
4

4

2
2

1 1 1
ln 2 1 ln 9 ln 5

2 1 2 2
dx x

x

 
 = + = −
 +  

∫  

 

 

El área de la figura de la izquierda es: ( )
232

2 2

0
0

1 1 1 8 5
2 4

4 4 3 4 3 3

x
x x dx x

    + = ⋅ + = + =     
∫  

El área de la figura de la derecha es: ( )
636

2 2

4
4

1 1 1 64 53
2 (72 36) 16

4 4 3 4 3 3

x
x x dx x

       + = ⋅ + = + − + =       
∫  
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Como ( ) 2 23 4 3 4f x x x x x= − + = − + , el área pedida es: ( )
53 25

2

2
2

3 245
3 4 4

3 2 6

x x
x x dx x

−
−

 
 − + = − + =  

∫  
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1( ) ( 3)( )f x x x x= + − . Distinguimos 3 casos, según dónde se sitúe 1x : 

• 
3

1
0

0 ( ) 36x f x= → <∫    • 
3

1
0

3 ( ) 36x f x= → <∫  

• 
3

1
0

[0,3] ( ) 36x f x∉ → =∫  

 
33 23

2

0
0

3 2 18

3 2 303 2

b cx bx
x bx c cx

b c

  + = + + = + + =   − =  
∫  

Además, como ( 3,0) ( ) 9 3 0 3 9f x b c b c− ∈ → − + = → − =  

 Caso 1: 23 2 18  y  3 9 4, 3 ( ) 4 3b c b c b c f x x x+ = − = → = = → = + +   

 Caso 2: 24 4
3 2 30  y  3 9 , 13 ( ) 13

3 3
b c b c b c f x x x+ =− − = → =− =− → = − −  

 

 

a) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
6 0 6f x g x dx f x dx g x dx

− − −
+ = + = + =∫ ∫ ∫  

b) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1 1 3 1
1

4 4 4 4 4
f x g x dx f x dx g x dx− = − = − =−∫ ∫ ∫  

c) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2
2 12f x f x dx f x dx

− −
+ − = =∫ ∫  

d) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1 3 2 131
3 3 12

2 5 2 5 2 5 10
g x f x dx g x dx f x dx dx

− − − −

  − + = − + =− − + =−  ∫ ∫ ∫ ∫  

e) ( ) ( ) ( )
2 0 2

2 2 0
0g x dx g x dx g x dx

− −
= + =∫ ∫ ∫  g) ( )

0

2
4g x dx

−
=−∫  

f) ( )( ) ( )
0 0 0

2 2 2
2 2 3 4 1f x dx f x dx dx

− − −
− = − = − =−∫ ∫ ∫  h) f ( ) ( )( )

1

1
0g x g x dx

−
− − =∫  

 

 

a) 22 4 2 para   1ax x ax x− + = + =     2 1 4 2 1a a a− + = + → =−  

b) ( ) ( )
1 23 2 21 2

2

0 1
0 1

2 17 1 20
2 4 2 4 2

3 2 2 6 2 3

x x x
x x dx x dx x x

   
   − − + + − + = − − + + − + = + =      

∫ ∫   
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22 2 3 32

1
1

17
1

4 4 12 12 12

m
m

m
m

x x x x
dx dx x m

         = − → = − → =          
∫ ∫  

 

 

a) ( ) ( )
3 2

2

3 2

x bx
F x x bx dx k= + = + +∫  

( )0 2F k= =     ( ) 9
3 9 2 20 2

2

b
F b= + + = → =

 

( )
3

2 2
3

x
F x x= + +  

b) ( ) ( )
1 23 2 3 21 2

2 2

0 1
0 1

1 5
1

3 2 3 2 6 6

x x x x
x x dx x x dx

   
   − − + − =− − + − = + =      

∫ ∫  

 

 

Como x = 3 es un mínimo sobre el eje X, entonces esta raíz es doble. 

( ) 3 2f x ax bx cx= + +
    

2´( ) 3 2f x ax bx c= + +  

(3) 0 27 9 3 0
6 , 9

´(3) 0 27 6 0

f a b c
b a c a

f a b c

= → + + = → =− == → + + = 
 

( )
34 3 23

3 2

0
0

6 9 81 81 27
6 9 54 1

4 3 2 4 2 4

ax ax ax a a
ax ax ax dx a a

 
 − + = − + = − + = → =  

∫  

1, 6, 9a b c= =− =  

 

 

( )
si 0

si 0

x x
g x

x x

− <= ≥     

( ) ( ) 1 2 31, 0, 1f x g x x x x= → =− = =  

( ) ( )
0 12 3 2 30 1

2 2

1 0
1 0

1

2 3 2 3 3

x x x x
x x dx x x dx

−
−

   
   − − + − = − − + − =      

∫ ∫   

f(x) = x2 − x 
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( )2ax x x a x− = −
     ( )

2 3 3
2 3 3

0
0

4 24 2 3
2 3 6

a
a ax x a
ax x dx a

 
 − = − = = → = =  

∫  
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a) ( ) ( ) 1 20, 2f x g x x x= → = =  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

2 2

0 1 0 1
6 ( ) 3 6 2 3 2f x g x dx g x dx x x dx x x dx− + − = − + + − + + =∫ ∫ ∫ ∫

 
23 2

13 2 2

0
1

2 3 23
3 2  m

3 2 6

x x
x x x

 −   = − + + + + =     
 

b) La superficie que se quiere pintar es 2 223 46
4  m  m

6 3
⋅ = .   Costaría 246 92

2  m €
3 3

⋅ = . 
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PARA PROFUNDIZAR 

 

□ 
1 si 1

1 si 1

x x
y

x x

 − ≥=− + <
 

Las gráficas se cortan en 1 21, 3x x=− = :
 

( )( ) ( )( )
1 32 21 3

1 1
1 1

2 1 2 1 3 4
2 2

x x
x dx x dx x x

−
−

   
   − − + + − − = + + − =      

∫ ∫  

□ La región es un cuadrado encerrado por las rectas y = x + 1, y = −x + 3, y = x − 1, y = −x + 1.  

( )( ) ( )( ) ( )
1 2 1 2 1 22 2

0 10 1 0 1
1 1 3 1 2 2 4 4 1 1 2x x dx x x dx x dx x dx x x x   + − − + + − + − − = + − + = + − + = + =      ∫ ∫ ∫ ∫  

□ Elegimos un sistema de referencia de forma que A(0, 12), B(4, 12) y C(4, 8). 

Podemos escribir las dos rectas como y = −3x + 12, y = 2x, que se cortan en el punto 
12 24

,
5 5

M
    

. 

( ) ( )

12
12 2 54 425

1212
0

55 0

3 88
12 3 12 12 2 12

2 5

x
x dx x dx x x

 
  − − + + − = + − =    

∫ ∫  

□ El lado del cuadrado grande mide 48  cm. 

( ) ( )
2 2 2

1 22 3 2 2 , 2 3 2 2
48 2

x x h
x x

h x

+ = → = − = += − 
 

Descartamos la segunda solución por ser mayor que el lado del cuadrado. 

El lado del cuadrado pequeño mide: ( )48 2 3 2 2 2 6− − =  

El área es: ( )2
22 6 24  cm= . 
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2 1 2 1 1
2

2 2 4

cos x
sen x dx dx x sen x k

−
= = − +∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2´ 0 ´f x x f x f x x f x+ ⋅ = → =−  

( )
( )

( ) ( )
33

2 3
´

ln
3

xf x x
dx x dx f x k f x Ae

f x

−
=− → =− + → =∫ ∫  

( ) ( )
31 4 4

3 3 31
x

f Ae e A e f x e
−

−
= = → = → =

 

( ) ( )
34

2 3´ ´ 1
x

f x x e f e
−

=− → =−  

La recta tangente es: ( )1y e e x− =− −  

  

f(x) 
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( )

1
11 2 21 1

2
1 20 0 1

0

3 3 1 3 3

2 2

n
n

n n

n
n

n x
A f x dx n x dx dx x

n n n n

      = = + = + = + −     
∫ ∫ ∫  

 

 

Esta función tiene simetría impar centrada en el x = 3, entonces: 

( )
4 3

2
3 0sen x dx− =∫  

 

MATEMÁTICAS EN TU VIDA 

 

El trabajo efectuado por un agente que ejerce una fuerza constante para producir un movimiento es el producto 

de la componente de la fuerza en la dirección del desplazamiento por la magnitud del desplazamiento, es decir,

W F d= ⋅ . 

 

 

Respuesta abierta. Por ejemplo: 

▪ Se arrastra por el suelo una silla una distancia de tres metros con una fuerza horizontal de cinco Newtons. 

▪ Se recoge un libro del suelo, levantándolo un metro hasta la mesa, con una fuerza vertical de cuatro Newtons. 

 

 

Sí, ya que 
f

i

x

x
x

W F dx dW F= → =∫ . 

 

 

a) 

121

0
0

2 2

x k
W kx dx k

 
 = = =  

∫  

b) 

222

0
0

2
2

x
W kx dx k k

 
 = = =  

∫  

c) 
2 2

0
0

2 2

x
x x kx

W kx dx k
 
 = = =  

∫   
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